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本 论 是 研究 元 散 对 象 二 元 关系 系统 中 关系 结构 的 一 个 数 : 
学 分 支 。 它 与 拓 梓 学 、 代 数学 、 组 合 数学 等 学 料 关系 极为 密 
切 。 其 应 用 也 极为 广泛 ， 马 经 渗透 到 物理 单 、 化 学 .电子 学 、 
生物 学 、 运 每 洗 、 经 济 尘 、 系 统 工程 以 及 计算 机 科学 等 学 科 
领域 .基于 上 述 原因 ， 引 起 了 越 来 越 多 的 人 对 图 论 的 兴 越 与 
重视 。 

нй, 加 内 不 少 学 校 有 关 专 业 先 后 开设 了 图 论 课程 ， 图 - 
论 的 中 文书 籍 也 出 版 了 近 十 种 .由 于 这 一 学 料 本 身 的 特殊 性 ，. 
图 论 习 王 在 该 学 料 的 学 习 中 古 有 量 紧 地 位 .因而 ,几乎 每 本 而 
论 书 都 精心 地 安排 了 大 量 的 习题 。 这 些 习 越 不 但 是 书 中 内 容 - 
的 扩充 ， 也 是 启发 诱导 初学 省 掌握 图 论 方法 和 技巧 的 重要 组 . 
-成 部 分 。 为 了 与 学 习 图 论 的 读者 共同 切磋 图 论 的 解 题 方法 ， 
我 们 编写 了 本 驯 解 ， 并 想 尽 力 做 到 使 本 书 对 图 论 教学 人 员 及 
其 它 有 关 人 员 有 一 定 的 参考 价值 。 

J.A.Bondy 和 U.S.R.Murty 著 的 《 Graph Theory- 
with Applications 》 是 一 本 较 好 的 图 论 入 门 书 。 它 业 先 了- 
内 容 广 泛 、 难 度 不 同 的 327 道 习题 ， 其 中 有 些 习 题 对 图 论 的 
进一步 学 习 是 应 当 掌 所 的 。 本 十 解 依 序 将 访 书 的 重要 内 容 摘 
要 列 出 ， 并 将 全 部 习题 一 一 解 出 。 本 书 采用 的 术语 、 符 号 尽 - 
量 与 访 书 一 致 , 朋 对 书 中 个 别 题目 的 硫 忽 或 欠 妥 之 处 ， 题 解 
中 部 一 一 作 了 补充 或 修改 。 一 道 题 的 解法 常常 不 只 一 种， 一 
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缴 情 况 下 ， 我 们 仅 选 择 一 种 解法 。 主 观 上 是 久 图 论 意义 比较 
清晰 、 这 辑 推 理 比 较 简捷 ， 读 者 易于 阅读 为 取舍 标准 。 算 法 
方面 的 如题， 不 考虑 它 在 计算 机 上 如 何 实现 ， 而 只 是 用 图 论 
的 语言 与 符号 写 出 它 的 粗 赂 的 计算 步 申 。 至 于 算法 框图 ， 凤 
篇 同 关 系 全 部 从 略 。 污 者 自己 补 出 不 无 神 益 。 

除 上 述 书 的 习题 外 ， 为 了 加 深 理解 并 扩大 视野 ， 我 们 参 
考 了 地 修 肤 先生 闭 的 《图 论 导 引 》. 户 并 洪 同志 党 的 《图 论 及 其 
应 用 } 等 国内 流行 的 凡 种 图 论 书籍 及 一 些 文献 资料 ， 增 添 了 
一 些 习题 .此 外 还 对 一 些 问题 作 了 注释 ,月 的 是 为 了 说 明 该 间 
题 的 进展 情况 和 指出 进一步 阅读 的 参考 文献 、 但 限于 篇 轻 ， 
这 旦 增补 是 极 少 惯 的 ， 又 限于 水 平 ， 鸣 免 持 一 温 万 。 

这 本 书 是 我 们 在 几 年 的 教学 过 程 中 ， 几 经 修改 、 尿 步 完 
成 的 .在 编写 过 程 中 ， 我 们 得 到 许多 同志 的 才 助 。 特别 要 提 
到 的 是 新 疆 大 学 张 福 基 同志 与 华中 钝 范 学 院 毛 经 中 同志 ; 他 
们 对 本 书 提供 了 许多 宝贵 的 修改 意见 ， 谨 此 一 并 致谢 。 
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第 一 党 “图 与 子 图 


1.1 图 与 单 图 


ЖХ. 国 G 是 有 序 三 元 组 (7(G) ,ECG) ,$6) ,其 中 广 (G》 
是 项 点 非 空 集合 ，E(G) 是 和 V(G) 不 相交 的 边 集 合 , fe 
划 是 联系 着 G 中 的 边 和 一 对 无 序 顶 点 (可 以 相同 ) 之 间 的 关联 
函数 。 若 e 是 @ 中 的 一 条 边 ， 而 4 和 0 G 中 的 顶点 ， 满 足 
#e(e) 一 40 ， 则 称 e ж ато, n 及 v 和 。 相 关联 ， 
顶点 # 和 必 ец. | 

EL, JPEE. С 着 存 在 一 个 平面 图 形 ， 它 们 的 边 
仅 相 交 于 端点 ， 则 称 G 为 可 平面 图 。 反 之 称 为 非 可 平面 面 。 

定义 ， 和 一 条 公共 边 相 关联 的 两 顶点 称 为 相 邻 ， 和 一 个 
公共 项 点 相关 联 的 两 边 称 为 边 相 邻 . 

定义 ， 具有 同一 端点 的 边 称 为 环 ， 不 阅 端 点 的 边 则 称 为 
F. 

定义 ， # G 是 一 个 无 环 且 不 存在 两 个 顶点 连接 二 条 杆 的 
E, ИЖ C 为 单 图 . 

=Й, (G), ЁС», Ж (ТИЛД, (С), 
Te, RRA G 的 边 数 。 : 


1.1.1 从 日 常生 活 中 列举 五 个 例子 ， 在 这 些 傅 子 中 图 
葛 概 念 的 导出 是 自然 的 。 
ба. 


解 ， 车 站 (G) 表 中 国 的 城市 集合 ， 巨 (G) 表 城 市 间 的 道 - 
ERG, ела ао, peN R ро (е) шг 
这 种 关联 函数 全 体 ， 所 成 之 图 G 是 中 国 国内 的 交道 图 。 类 伐 - 
地 ， 可 定义 国内 的 通讯 网 络 图 ， 某 城 居民 的 亲属 关系 图 ， 球 - 
. 赛 中 的 比赛 关系 名， 图 书信 的 藏书 分 类 加 等 。 

1.1.2 将 1.1.2(1) 图 画 成 一 个 不 同 的 图 形 以 说 明 该 区 
是 可 平面 图 。 


11.2 图 


解 ， 其 图 形 如 1.1.2《6) 图 。 
1-1-5 Сења, WRG). 
E, B G 是 单 图 ， 无 环 且 无 重 边 ， 任 二 顶点 至 多 有 一条: 
- 边 , 故 sS(2)。 ， 
1.14 有 序 三 元 组 (V， 忆 ,Ya ) 是 图 ， 当 且 仅 当 容 在 有 
序 二 元 组 (大 ， 忌 ')， 其 中 羽 ' ЖЮ ЗЛЕ ШО s i= se; 
子 集 允 许 两 个 元 是 祖 内 的 ， 且 于 集 禾 中 的 子 集 可 以 重复 )。 
证 : =>, G=(V, E, фо), ШАНЕВеЄЕ, Яш, 
DEVE Rale) но, ФЕ = (ап) абе) so, e€ E), 
„2+ 


Ж' ЖҮ bJ Ts. 

=. WE' R V 5 mi. © 

Ете (ееш | (8, o) €E') 且 对 任意 e€ E {EX RE ЖС 
Фа. #о(в)==но,ХШ n, о аге, PARR H,E') 
:确定 的 三 元 组 ( 下， 已 ，#o ) 是 图 。 

(本 题 说 明 图 也 可 定义 为 有 序 二 元 组 (YF ，E!)， RR E' 
是 7 的 二 元 子 集 禾 ， 巨 ' 中 的 元 素 称 为 图 的 边 。 图 的 这 种 定 . 
.类 稍 加 推广 即 得 超 图 的 概念 。) 

1.15 Нажал (УСН), EH), ЖФ 
W(H)E W ЕНЕ ва, E(HJÆV(H) 6352 p R. 
B, У.Н). Е(Н) POTRE КУНШ, 没 - 
Fa ян, - 

ES: ЖНА, есаб 1， 其 中 9， 2 分 别 是 
-于 的 顶点 数 与 边 数 。 

E. НЕВИН, V(H) 的 每 一 个 非 空 予 集 至 多 是 - 

ONG ТУнун 一 切 非 空子 集 的 数 员 是 ， 
<: +=+( ) = ваат, 
+( amono jha KH k, MJ 称 : 
ьн. ` 

EARRA El oN 2 Sa l, 

ШР. 2- 一 致 超 图 的 每 一 边 均 是 х0, АТН 5 
可 1.1.4]， 它 是 图 且 每 一 边 均 是 丁 。 又 园 是 单 超 图 ， 读 无 = 
建 ， 政 以 是 单 图 。 又 侠 定 义 ， 超 图 的 每 一 项 点 至 少 属 于 一 条 
Ж, жй. 一 

(关于 超 图 理论 ， 可 参阅 C. Berge f (Graphs and. 
六 ypergraphs》(1973) 及 李 肝 营 著 《 图 论 》 第 九 章 (1980))。 


agoe’ 


1.2 ШЕЮ 


ЖХ, #BELG=(V(G), EG) Фа) ТЕН = (УСН) „ 
E(H), фа) Z WE V(G)=V(H), E(G)=E(H) фе 
= фа, ЯКС ЫНА, іа G= H. 

ЯХ. EBGP (G),，E(G) ,$0) 和 图 H==(V(H)， 
E(H), 如 ) 之 闪存 在 一 个 双方 单 值 的 映射 偶 0, $), WE 
OV (С) УУ (Н), Фф, E(G)—>E(H) , E par uo <> $s(p 
(ө) )=0(0)6 (0). ШИ СЯН, засы. 


121 овини авын. 


f° | 
: AAA 
в Фи м. 
1,21 я N И " N 

E HAREL ТОКАТ 8232932569 种 RGF 
НЕНЕН, Ж С, Ни] {ЕДЕ — АНЫН 
BO, $) WO w) =у,0.(0. =<, 0,(6@¿)==, БІНЕ 
AHEL, НАВТ, ARTE 
@,(6.)=v, Ө(ө)=ш, W= ((0, PRERE 


ба. 


ЯНВ) .进而 我 们 定义 g1 如下， B Ф,(6;)= 7,9, (es)=d 与 $ 
不 同 外 ， 其 它 与 $ 一 样 。(6: ， 风 r) 是 异 于 (8， б-т х 
рми Е ЖЮ, петна Мят 
蜡 的 间 构 映射 
"т 2.2 (a) #б=Н, 则 2v(G)=r(H),e(G)=e(H), 
e, БЕ LOLE д. 
WE, 'а) 由 启 构 定义 中 的 8 与 $ 都 是 一 一 对 应 映射 ， 结 
ER. 
(6) 如 图 中 СН, Ж »(Су=4=»>( Н), 1206) =4 
=H), 但 G AHRE H, | 


1.2.2 (0) Е 


1.2.3 ЗЫЯН. 


vs 


n Va 


1,23 图 


因为 @ 中 有 环 的 顶点 0 与 关联 重 边 的 顶点 4 相 邻 。 
但 五 不 是 这 样 ， 故 G 与 五 不 同 构 。 
1.2.4 证 明 有 11 个 不 同 构 的 四 个 顶点 单 图 。 
证 ， - 


对 四 个 顶点 的 单 图 G， 册 练习 1.1.3 知 z(G)<(D=s, 
МТ ЕТТИ WTNA. ҖИ 


114. 

1.2.5 证 明 ， 两 个 单 图 G 和 再 同 构 的 充 要 条 件 是 存在 双 
方 单 值 映 射 6: V(G)—V(H), 使 得 4VEE(G) 的 充 缕 条 件 
是 3)06(v)EE(H), 

证 ， 由 同 构 的 定义 ， 必 要 性 是 显然 的 。 下 面 证 明 其 充分 
性 ,首先 由 8 定义 $8,，E(G) 一 BCH) 和 如 下 ， nvEE(G) 和 
0(s)0(e)€ E(H) 对 应 ， 由 于 сї НАШ, AN $E 
NIARN, E p (e)=ue 的 充 要 条 件 H Pes 
6(а)0(0), АЛЕК X. С=Н. 

1.2.6 证明 下 面 两 图 是 同 构 的 。 : 

证 ， 将 图 G 和 玉 顶 点 编号 如 图 ， 令 9:69(91)=W G= 


. 86 - 


1.2.6 E. 


„к у), 显然 9 是 V(G)VCH) ках нй, 
射 ， 昌 直接 验证 ioyE 巴 (ф юкат wa =900,) 
OEE), 从 而 由 练习 1.2.5 知 ，C 涯 本。 
“© т.т сян, ше Со лесин я С 
为 完全 图. | 
- 证 其 充分 性 是 显然 的 。 现 证 明 其 必要 性 ， 由 于 完全 图 
六 ,的 e( 政 ,) 一 (?)， 从 而 不 是 完全 图 旦 又 要 满足 = (2) 的 图 
с, ваем, вілу Ожина dy ` 
GERZEN. 
1.2.8 EB, (a) (Ku, „у=тп,` 
(0) # G 是 二 部 的 单 图 ， 则 e<r?/4, 
E BR. 
r 《6) 着 G 的 一 部委 是 咖 个 项 点， Ж] (GGe (Kmsn) 
=(э—т)+т=»т—-тї=>?%{4—(э[2—т)%&*/4. 
1.2.9. К-Ж RAARANGA КАН 
Ж-А Ерата, ЭЕЖК-ИЫ ШЕ — 
Ak 部 单 图 , 且 它 的 不 在 同一 子 集中 的 每 对 顶点 均 存 在 边 根 


. то 


过 。 几 个 顶点 的 完全 m WE, 车 其 中 每 一 部 为 [nfm 个 或 
为 人 /办 个 顶点 时 ， 记 为 9 aE: (Oa) =(" Z) 
жер). 其 中 [njmy 


(8) 如 果 G 是 # 个 顶点 的 完全 te 部 图 ， 则 a(G)<e 
(Tara), ВАЖЕ GST nss 时 等 号 成 立 。 
‚ Ж. (9) веет, 0<г< т, ШТ», 定义 


(Pa, »)= C) - (t) —(т-—т) C) 。 用 r=n— 
mh ЛО ЕАН 

(b) 设 完全 m- 部 图 G 的 四 个 部 分 的 顶点 教 分 别 为 ; mir 
жс", na, EGRET m,a, MEE 14 一 ns 之 1; A Ж 
下 的 完全 те РАС", Тт НОТИ АВИ. пу, Ber 


nii, =, nyti, сб, na, Bp s(G)= + У 
беп | 


по, (G= Y бенон бана 00а, 0) 


21 
tPs 


410и пу 101) =#(6)+(,—я,)—1>е(@). # 


Є' Т», MO 结论 已 成 立 ， 落 台 ' 不 同 构 由 ss, 则 上 述 过 
程 可 继续 进行 ， 直 到 对 一 切线 j, (нан ЈЕ, 这 时 
ВЕНА 为 Tm,。， 注 意 到 在 这 过 程 中 产生 的 新 图 的 边 数 
在 逐渐 增 大 ， 直 至 e( 卫 wm, Ak, WO) 成 立 。 

1.2.10 kk- 方 体 图 是 共 顶 点 为 0 与 1 的 有 序 有 元 组 ， 当 
且 仅 当 它们 的 一 个 坐标 不 相同 时 ， 此 两 个 项 点 相连 以 边 。 证 
明和 方 体 图 是 有 2 个 顶点 如 *"! 条 边 的 2- 部 图 ， 


. 8- 


证 ， 按 定义 6- 方 体 图 中 顶点 与 分 量 取 值 0 Яп 10 А ЖЕ 
量 一 一 对 应 ;而 后 者 恰 为 2: 个 ， 从 而 和 - 方 体 图 有 姑 个 顶点 。 
另外 在 这 所 维 向 量 中 ， 回 定 & 一 1 PR, ВЛЕ k- 方 体 
中 ， 对 应 两 个 顶点 ,月 这 两 顶点 接 定义 应 连 以 一 条 边 , 故 - 方 
体育 C($-1)2*"! 二 h24"! 条 边 。 最 后 我 们 按 每 个 顶点 的 坐标 
和 的 奇偶 性 ， 将 &- 方 体 图 的 顶点 分 成 两 部 分 ， 普 然 由 有 - 方 体 - 
图 边 的 定义 ， 每 一 部 分 中 的 顶点 相互 没有 进 相连 。 故 和 - 方 体 - 
图 是 2- 部 图 。 

1.2.11 《0) 单 图 G 的 补 图 G“ 是 顶点 集 为 (GD) 的 单 图 ， 
两 个 顶点 在 G* 中 想 邻 的 充 到 条件 是 它们 在 G ҮН ЖН Ф.К, 
КҖ, „ЛНР? 

(0) 如 果 单 图 GE GS G°, исз ий. 证 明 ， 
Ж 是 自 补 的 ， 则 >(G)=0 R (mod 4), 

+, (a) 天 2 为 几 个 顶点 的 空 图 。 Kg „Щй K. K. 
PER 

(8) мск, З еССу+а(С°)=е(К,)= (9) 
=»(0—1)/2, IH: GŒG°, АШ e(G)=e(G°), есу 
=r(7—i) MAER, XD р, 0—1 闻 有 一 为 奇数 ， 从 而 
只 能 >=D，l!LK(mod 4), 

1.2.12 图 的 自 同 构 是 图 到 自身 的 一 个 同 构 。 

(a) 用 练习 1.2.5 证 明 ， 单 图 САНТИ R EE 
V(G) 上 保持 相 名 性 的 一 个 置换 ， 旦 这 种 坪 痪 的 集合 在 通常 
齐 换 的 生 法 运算 下 构成 群 P(G)( 称 为 ОКИ ТИМИ). 

O) RIKNE a, a) 

(e) 求 一 个 自 同 构 群 为 唯一 么 元 的 非 平凡 单 图 。 

(d) 证 明 对 于 任意 单 图 G 有 P(G)= (G°). 


(e) 考虑 元 娄 为 (1)(2)(3)，( 1，2，3) 和 (1，3，2) 18 
成 的 置换 群 4， 证 明 不 存在 顶点 集 为 (1, 2, 3) 的 单 图 G 使 
38 Tp(0)=A 
СР) 求 一 个 单 图 使 得 TT(G) 衬 4. (R.Frucht.19392E E, 
证 明 ， 每 一 个 抽象 群 都 同 构 于 某 些 图 的 自 同 袍 群 )。 
WE, (a) 将 练习 1.2.5 中 的 HY G, Тай 51. 
六 .5，(g》 的 前 半 部 分 的 结论 是 显然 的 、 再 应 用 练习 1.2.5 的 
结论 ， 易 证 G 的 两 自 同 构 对 应 的 置换 的 乘积 , 仍 为 如 上 
的 自 同 构 所 对 应 的 置换 ，C 的 自 同 构 对 应 的 置换 的 逆 杜 换 ， 
BAG 上 的 自 同 构 所 对 应 的 置换 ， 从 而 由 于 群 的 定义 和 性 
m, 他 上 上 自 局 构 所 对 应 的 置换 所 成 的 集合 ， ЕЕЕ ЗЕ 
алатго). - 
(у г(К„у= 5.0 Вр); 
Т(К„, „у=. 5.5. 
Q | 


“Z 


1.2.126) 图 | 
(4) ш&511.2.55й,# Ө ж G LOAREN В, 
б, V(G)=YV(G), ао Е(Су ЕЕЕ Ж 0 (2)8 
(о) ЄЕ(С). RMUTAUR Ж ЖӨ, (Суз (С). 使 得 
жо & E (Суй ЖЕБЕЛЕР 0(6)0(6) 各 已 (G)。 我 们 再 将 它 在 
G° 上 来 级 述 ， 于 是 有 0 :7(G?) 一 ZK(G*) 使 得 aoE 巨 (G?) 
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жн ЕРЕ Өш) бо) € E(G°). A Ti 0 G° 上 的 自 同 
H. RETE G 上 的 自 同 构 也 是 G EBAR MAT 
(С)=г(6°). 


Се) B12y3F368Du DluEBi. ARARAU, 2 HIAR G- 
共 仅 有 四 个 ， 它们 及 所 对 应 的 自 同 构 群 如 下 ， 


A 


s S+ S, S +S, 


1.2.12 (e) 图 
都 与 4 不同， 从 而 结论 成 立 。 


СР) 下 殉 两 图 均 可 直接 验证 P(G) 一 4。( 可 以 证 明 图 (1 
是 满足 P(G) 一 4 的 顶点 数 最 小 的 草图 。 证 明 见 F.Harary 
and E.M.Palmer, Czech.Math.J.16(1966),70—71, > 


1 . 1. 
? ` N 
- 2 ` š 
7 Oo © @) 


1.2.12 (/) В ` 
1.2.13 单 图 G RAMARNEB, EATER NAS 


elie 


Mou, rG HATZ 9 00а) =0, ОНЕ B- 
ЖА РЕ ИЛЕШ п.о, Mu: Er (G) 中 有 元 雪上 使 得 
hui, 01))= 08, v). Ж-ТА Е, 

(а) 它 是 顶点 传递 的 但 不 是 边 传递 的 。 

(D) 它 是 边 传递 的 但 不 是 顶点 传递 的 。 


R: EL 
- 
ñ | ， 
с 5 с 
б, G, 
1.2.18 图 


(a) 图 中 G, 即 为 所 求 。 易 直接 验证 G, 是 顶点 传递 的 ， 
但 不 存在 自 同 构 变 换 ， 将 边 аа' ER ab, Эр Азбас’ 
的 顶点 а! 的 另外 两 个 相 邻 顶 点 六 с' Яа’ 构成 一 个 三 角 
Ж, MA аб 中 无 论 是 5 或 了 点 均 无 此 人 性质 得 证 Gi 不 是 
边 传递 的 。 

(0) 图 中 Gs MANR, PARRE G, 是 边 传 递 的 ， 
但 由 于 的 邻 点 个 数 为 1, b 的 邻 点 个 数 为 2, 而 同 构 下 的 对 
应 点 的 邻 点 个 数 应 相等 ， 所 以 不 存在 自 同 构 将 а ЗЬ, k 
G, 不 是 顶点 传递 的 。 N 

〈 传 递 图 的 有 关 知 识 可 参阅 N. 工 . Biggs 著 的 《Algeb- 
таіс Graph Theory》(1974) 第 3 部 分 )。 


. 12. 


1.3 邻接 矩阵 和 关联 撼 阵 
定义 ;邻接 矩阵 AG) =al, Жа; 是 连接 项 
点 of 和 zy 的 边 数 。 
定义 : ЖӨЕ M(G)=im lexo KE mi 是 顶点 


vs 和 边 ey 的 关联 次 数 (0，1 或 2) 。 
1.3.1 БМ G 的 关联 短 阵 而 女 是 图 G 的 邻接 和 矩 


阵 。 


(а) 证 明 М 的 列 和 为 2。 

(的 4 的 列 和 是 多 少 4 

WE, (о) M 的 定义 ， 它 的 第 了 列 是 对 应 ey 入 (GD) 中 
顶点 的 关联 次 数 所 成 的 向 量 ， 由 于 一 条 边 只 有 二 个 端点 ， 故 
M 的 列 和 为 2。 

(6) 根据 定义 ，4 的 第 了 列 的 列 和 恰 为 与 pk 关联 的 边 的 
数目 。 

132 设 G 为 2- 部 图 ， 证 明 G 的 顶点 可 编号 使 得 G 
的 都 接 和 矩阵 上 共有 如 下 形状 


[| Ж An 是 Aus БИЖ 


证 ， 由 于 СЖ RE, К V (G)T313 ЕСЕ V mI 
У. Va 、 玉 :两 部 顶点 之 间 没 有 边 相 连 。 先 对 天 编号 ， 编 
EB, БАРУ, 编号 。 这 时 4(G) 具 有 上 述 形状 ， 又 .4 为 对 
FER, W An E Ar. 的 转 置 。 

133 证 明 ， # G 是 单 图 ，A4(G) 的 特征 值 均 相 异 ， 


613, 


则 PCG) 是 Abel 群 。 

证 ，G 的 一 个 自 同 构 对 应 一 个 置换 矩阵 P, E PAP' = 
А, 8 PA=AP(*: P' =P), їй ХАНА АУ 
КИ ЕШ, ЈАН РАХ=АРХ, IJ РАХ=АРХ, Bí 
И .АРХ=АРХ, B РХ AW A 所 对 应 的 特征 猴 景 。 
由 于 本 的 特征 传 均 相 异 ， 从 而 他 们 对 应 的 特征 矢量 均 相 蜡 
BER, ЗИ PX 二 jnXX。 于 是 车 我 们 取 和 4 的 所 有 特征 值 所 
对 应 的 特征 多 量 作为 空间 的 正 交 基 底 时 ， 则 已 在 这 基 廊 下 
化 成 对 角 阵 了， 即 存 在 满 秩 方 阵 了， 对 于 任意 的 G 中 的 自 
同 构 的 置换 矩阵 PRZTPT =p, RE T-ApT= P.P, , 
Р, # G hi 4 B НИЕ РЕ, 于 是 P P ,=(T-' 
В.Т) (т: В,Т)=Т-:р,В,Т = T-1p B T = (Tip T) 
(т-1р,Т)=Р,Р,, САУА Ef Ka ЕНГ 
ZR, в PGE Abel 群 。 

1.3.4 СФЕ 4(G) 的 特征 多 项 式 

ТАТ АДАССА" +C, iL. +C, 
《其 中 了 Eh E) С 的 特征 多 项 式 。4(G) 的 特征 
值 及 其 重 数 称 为 图 G КИЙ. 

ПЕ, AGRAR, WA: 

(a) С,=0, (8) —C,=s(G), (с) 一 Cs 是 G 中 含有 
不 同 的 K, 子 图 的 个 数 的 两 倍 。 

ЖЕ. 对 于 每 个 i€ (1, e, >}, 数 (一 1)'Cs 是 AG) 的 
所 有 i 阶 主 子 式 的 和 。 

(a) 对 于 单 图 CG，4(G) 主 对 角 线 元 素 全 为 0， 所 以 Cs 


=0 


`® 对 子 单 图 G, ACG)rR3ESE0U 2 阶 主子 式 几 为 ， 
“14+ 


显然 ， 这 样 的 2 阶 主子 式 对 应 G 中 的 一 条 边 , 反之 亦 真 。 
WU, С 0): (6), 

(с) 对 于 单 图 G，A(G) 中 非 零 的 3 阶 主子 式 必 为 ， 
011 
101 
lil 
这 样 的 3 阶 主子 式 对 应 G 中 一 个 下。， 反 之 亦 真 。 设 G 中 
有 8 个 天， 则 (一 1)8Ca 一 2s。 

1.3.5 若 黄 个 非 同 构 的 图 具有 祖 同 的 说 ， 旭 称 它们 是 同 
谱 的 。 

试 证 本 题 的 图 G 与 图 H 是 同道 的 。 


c H 


=2 


1,3.5 


ш. BACS H AHS. ЭТО, H 的 顶点 任 修一 种 
标号 ， 写 出 4(G) KH), б ЖЕЙ. 

121 A(G)|=l|21— ACH) [42 TAAA HTA 
44-1， 获 @ 与 召 是 同 谱 图 。 

1.5 .8 设 4(G]) 的 特征 值 为 MPMP PA, M 


. 15 ° 


< /22(2 一 中 
№ ү >» 

证 ， 设 G RELI R A AHOA I HOAT H 
十 C,， 由 练习 1.3.4 知 , C ,=0, C,=—= Уеа 
得 , 5 a =—C,=0 


Z b 2 /=C,=—e 
{эг 


r. pr y 
Bh (EH) 一 23 30 =2 
21 2, Л 
了 和 一 一 (02 于 … 填 2) 
BH, 0 дезе (аА) C) 
又 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 ， 

ГАВА УА ЕРАМ t 
БС + ) 代 入 上 式 后 平方 得 ,ji<(2e 一 2 人 (一 1)， 整 理 即 
得 结论 。 

(关于 图 的 谱 的 研究 成 果 ， 可 参阅 D.M.Cvetkovic', 
M.Doob,H.Saehs 的 专著 《Spectra of Graphs》(1980) 。) 


1.4 子 图 


定义 , #V(H)CV(6), E(H}CE(G), НФ» H e 
EE(H)LARH, ШЖ H 2 G РЕ, 09 H CG, а 
H=G Wk H GHATE, h НСС #V(Hy=V 
(G), WJ H 称 为 G 的 生成 子 图 。( 或 支撑 子 图 )。 去 掉 G 中 
的 环 和 重 边 的 生成 子 图 称 为 С SF k ВИ. 


.16 。 


ЖХ. ШУ 为 懂 的 非 空子 集 ，C 的 一 个 子 加 ЖИА. 
集合 为 这， 边 集合 是 G 中 两 端点 均 在 V! 中 的 那些 边 全 体 ， 
则 称 这 子 图 为 六 在 G 中 的 导出 于 图 ， 记 为 GT ]， 类 似 地 
AATRE up pla X. i E: #£ G iha Bp T 图 ， 记 为 G 
[E']. 


1.4.1 ERA n ARARE- А-АА Р Ар K, 的 一 
个 子 图 。 

证 ， 出 子 图 和 К, 的 定义 ， 结 论 是 显然 的 。 

1.4.2 证 明 :《a) 完全 图 的 任 一 个 导出 子 图 均 是 完全 


的 


(Б) 2- 部 图 的 一 个 子 图 均 是 2~ 部 图 。 
证 :由 完全 图 ，2~ 部 图 及 导出 子 图 及 子 图 的 定义 ， 结 论 
是 显然 的 。 | 
1-4-3 说 明 М(С—Е'буш M(G—V'ym А МСО) 
中 得 到 ? 又 A4(G 一 广 ') 如 何 从 A(G) 中 得 到 ? ， 
Ж. J. 对 (G) 中 划 去 对 应 于 吾 ' 中 的 边 的 列 ， 所 得 的 Ж 
ВУ M(G—E:). А MG) 中 划 去 对 应 于 六! 中 的 顶点 的 
符 ， 在 所 得 到 的 短 降 中， 再 划 去 列 和 为 6 或 1 的 列 ， 最 后 所 
REER MGV), A A(G) 中 划 去 对 应 于 六 ! 中 的 
项 点 的 行列 ， 所 得 的 矩阵 即 为 A(G— V y, 
1-4-4 搜 一 个 不 与 任何 打 方 体 的 子 图 同 构 的 2- 部 图 。 
解 : 设 G=3- 方 体 十 a, 其 中 e 为 (0, 0, 0) 和 (1，1， 
OZARD. TAG 是 2- 部 图 ( 它 的 顶点 本 划分 成 如 下 两 部 
Ж, V =1(0, 0, 0), (1, 1, 0),(1, 0, 2),C0, 1, 1), 
Vs=t(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, D,G, 1, 19), 对 


.17. 


®<3 k- 3 fk, 其 边 数 少 于 G 的 边 数 ， 它 的 子 图 不 可 能 
5с. 

# G 55 k= Yk (R> 4) ЖИБЕ, ERI С (о, 
0，0) 与 V, 中 的 顶点 均 相 邻 。 由 有 方 体 的 对 称 性 ， 适 当地 
进行 华 标 变换 ， 不 失 一 般 性 地 可 假定 (0，0,0) 和 (0，0,，'*， 
人 9) 相 对 应 , 它 的 邻 点 (1,0,0),(0, 1, 0)(0, 0, 1), G, 1, 
1) 分 别 依次 和 (1, 0, 0,…, 0), (0,1, 0, +0), (0, 0. 
1, 0, =, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 034828, BFC, 0, 
0) 和 (1，1， DEGRE, 0, 0) 外 ,还 有 两 个 公共 邻 点 (1 
1, ORC, 0, 1), TÆR k- RRE, 0, O, сз, 


0 和 (0，0，0，1，0，…0) 除 (0，0，…0) 外 ， 仅 能 和 (1， 
0, 0, 1, 0, =, ОЖТ, FE. коте 
В-КА. 


D145 Š G EM EL о 满足 1<n<y 一 1 证明: 车 ? 
4, 且 局 的 所 有 # 个 顶点 的 导出 子 图 都 具有 相同 的 边 数 时 ， 
MGK, R GSK, ` 

Е, gë G h 个 顶点 的 导出 子 图 的 边 数 Эт, йй, шу 
Ж СЕРЕТДИ A, e(G)—d(e =G), Ж E d 
《co 表示 和 9 关联 的 边 数 。 显 然 在 G 一 内 中 取 n? Нр 


出 子 图 一 共有 (1 种 到 法 ， 由 于 G 是 单 图 ,在 G 一 o 市 
КИ лә, 在 这 人 了 中 个 < 个 顶点 的 导出 子 图 由 ， 取 到 
KAREI б—ш, а, HRR n2 个 基点 的 导出 也 加 的 
TEGI) RNE, 

#(G)—d(6 )=s(G—us,)=ml ("7 )A( Ми), w 
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类 似 地 我 们 有 ， | 
конне) ® 
e(G) — d (0,) do) + a =s (G — (о,, 00) 
(Лу о 
这 里 н; БІЛ Fv 相 邻 时 为 1， 当 与 by 不 相 邻 时 为 0。 
击 趟 (9) 一 (0 一 (2)， +в: qe tm(" #7)/ 


(=)- (7) 0С з). # eas зи, жия R, 
# e, =0, ШЕКТ, Boysi, MOSK, ' 
146 的 子 图 二 具有 性 质 P， 若 不 存在 具有 性 质 P 
的 子 图 下 ,使 得 FH пен здйт р HAKEE 
узвод. `- 
ши H ж 全 的 基础 音 图 当 且 仅 当 тє G 的 报 大 子音 
а. 
` l mam РЕ УЙЕ. 
1.4.7 шя. 对 任意 单 图 G 及 正 % f m(<, 存在 
Ar- 部 生成 子 图 Н, WE, 
(HEOL) ` ; 
证 , + H ж G КИЙИК КИЕ т-а 子 图 由 
练习 1.2.9(6) 知 ， 右 边 杀 等 式 显然 成 立 ， | 
КЫК. Шол СЕЙ, HÈ тї 
җай, V, Vah п e V Фат о) 


1, зе, MERG Ho 点 在 V, 中 的 令 点 个 数 。 划 有 . 


* 19. 


dr (0)<dr, 0) G=2, =, m) 
因为 ， 否 则 ， 有 in 使 得 dri(o)>dr， (>), 这 时 取信 一 


{ор ,V6 ОКОВА У, У, ,得 画 一 个 极 大 m- 部 生成 

子 图 H', йй а(Н'у>е(н), 25 H КБЖ. 
于 是 (m 一 1)dr, WKF dr, Co) 一 da(o》, 这 里 da(o) 是 

3 点 在 H 中 的 邻 点 个 数 。 令 qd(o) 表 示 v 点 在 G 中 的 邻 点 个 


Ж, WA: 


а09)=а,, (+da) 


一 1 


ао) (= 40) 


йн, G-U) аа) 
ито, а 1)е (е0). 


1.4.8 анс (И, Е, $), MER H Не 
(У.Е!) EAV S (u, з, се, 0 0 
evs}, НАР ЙЧ@Ф= 1, 2, эз, в), Соно, 
就 有 с=Н. 则 称 G ATR, 若 有 E=(e,, e,o, 
e). E'=(e',e re Y. BBS US, 206,8), 
G-e;=H—e; ,就 有 GZH И G 是 地 可 者 移 的 ,证 明 : 

(a) *=2 的 图 不 是 可 和 量 构 的 ; 

(b) e=2, 3 的 图 不 是 边 可 重 构 的 。 

Ж, (a) ?=2 WAM, 一共 仅 有 二 图 , K, УКЕ, В 
们 满足 重 构 的 条 件 ， 但 不 同 构 ， 故 (7 成 立 . 

(8) 2=2 又 满足 边 重 构 条 件 的 ?个 顶点 的 G(2) 和 H (2) 
图 仅 能 是 如 下 单 图 : С(у=2К„+Кї.‚, .HG)=P,+ 


。20 ， 


Куу, Rh P, 是 长 度 为 2 的 路 , 但 GOREH) 

кез 叉 满 足 边 重 构 条 体 > 个 顶点 的 (Зз) Н Оз) 
кке Шт, С(з)=К,+К?.,, HG3)=K,, 十 

Ку, Сб) НС), KORX. 

CRMC lam RSM. Шат P.I, Kelly, 
1941). >:>2 МЕГ ЕНИ „35—118 Ж АОК ВА, 
ЗОТИ, ИКУ ВАТЫН 98 (F .Hara- 
гу,1964 年 ) 223 的 每 企图 是 近 可 重 构 的 。 关 НИНЕ 
TAJA. Bondy MR. J. Hemminger ÆJ. Graph 
Theory Vol.(1977)227-286 的 综合 性 文章 . 3 


1.5 WAWA 


定义 ，G 中 与 顶点 п 关联 的 边 数 ( 我 们 约定 环 作 二 条 边 
AHJAA Сти н В, іа dols), 或 简 记 dla), R 
fim 6(G)5 A(G)3FBIIE G rh Ti ЖЕНЕКЕ ЖИ. 

定理 1.1 Eo) 2e. 

жїл, 度 为 奇数 的 项 点 有 偶数 个 。 N 

ЖХ. 若 6(G) 一 A(G)= 时 ， 称 图 G 是 ~ 正则 M. 


1-5-1 HASLA, E BERRE 
065 d(e)=2e<A , 


故 命题 成 立 。 
15.2 ЖС 是 单 图 , WMM' $ü A 的 对 角 线 上 的 元 


ЖОЖ G 的 顶点 的 麻 。 
证 :因为 G 是 单 图 ，M 和 ЛА то, H MIO 


，21 ， 


ЖХ, M 中 # 符 向 量 中 ”17 的 个 数 从 为 qt Е, JAWI ММ t 
ТТР Бе Ж ао (ас). ЖШ, Arh i 行 向 量 
中 "1" 的 个 数 恰 为 ws КИЕ, ХА ЖАИЫ, А ПШ AA = 
Hi, igri 列 位 置 上 的 元 素 也 为 d (a ,). 

1.5.3 EB: 37—75 k> 的 各 正则 的 2- 部 图 窒 2-5 
ЭБС, Y), WJ X [= I. | 

ЭЕ, хре- Жан da) = d(n), ЖО ЕЛЕЙ 2- 部 


BRZA X=Y], Am X 1=lY |, 

1.5.4 证 明 ， 洽 任 何 两 个 或 两 个 以 上 人 的 组 内 ， 存在 
两 个 人 在 组 内 有 相同 个 数 的 朋 育 。 | 

证 ， 令 上 述 组 内 人 的 集合 为 图 G 的 顶点 集合 ЕА 
互相 是 朋友 ， 则 其 间 连 以 一 边 ， 所 得 之 用 是 组 向 人 员 的 
期 友 关 系 图 显然 G 是 单 图 ， 图 中 顶点 的 度 丛 表示 读 人 在 
组 内 朋友 的 个 数 ， 利 用 图 С, .上 述 癌 题 就 抽象 成 如 下 的 图 论 
А G tp, 若 >(G)22, ШЕ G HEERE $ 
的 两 个 项 点， 下 面 我 们 证 明 这 个 命题 。 

MEIE, САЛОН. РРР 
=r] , 车 A=r? 一 1， 必 有 5 之 1， 从 而 A—4+1<, 这 
SE AE ЖУРЩ! Ж A>, ХУС Á. 

1-5.5 G Hf 01, v, Ua, MEAL), 
dv) Со) о G 的 度 序 列 。 证 明 非 负 整数 的 序列 


(4\, dh, +, 中) 为 菜 个 图 的 度 库 列 的 充 要 条 件 故 总 & 为 


偶数 . ， оон 
Ш, ША В, АТАН n 
ФЯ о, vron, F di =2k, BJ E v Mk fB k 4° 


` 22: 


ж, 车 ds 一 21 十 1， 则 在 顶点 v4 АЕК, ATE di 为 


偶数 ， 故 其 中 ds 为 奇数 的 项 数 是 偶数， 从 而 ds 为 奇数 所 
对 应 的 顶点 o, 可 以 配对 并 以 边 相 连 。 最 后 所 得 之 图 记 为 G， 
G 的 度 序 列 按 作法 恰 是 (di ，da ，…，ds)， 故 充分 性 成 立 。 
1.5.6 单 图 的 度 序列 1 一 (d; ,ds，…,dw) 称 为 医 序 列 。 
TEB, (a) 序列 (7, 6，5，4，3，3，2) 和 (6，6，5,4， 
3，3，1) 都 不 是 图 序列 。 


(буга эдш, Bdi>di >da. M Sd EAR, 


EX таа d, < k (8—1) minth, diha 

(Р.Егабзўд T. Gallai, X 1960 Æ E Р јх E d 
为 图 序列 的 完 要 条 件 。 其 充分 性 证 明 可 参阅 F,. Harary, 
《Graph ТћеогууР.60, 或 中 译本 P-.70。) 

EE, (co)(7，6，5，4，3，3，2) 对 应 的 是 7 个 顶点 的 
图 ,若是 单 图 ， 则 每 个 顶点 度 最 大 为 6, 现 d(oi) 一 7, 故 它 不 
是 图 序列 。(6，6，5，4，3，3，1) 对 应 是 7 个 顶点 的 图 ， 
FRR, Ши а(0,)=86, (0) =, v1, о, 和 图 中 每 
АННЕ, Н — 个 顶点 的 度 应 不 小 于 2, 这 
又 和 d(vr)=! FA, KERERE A. 


(уй&з1.в.в® а, 为 偶数， 及 个 顶点 的 导出 国 
的 顶点 的 度 之 和 < РТИ 


“Da 可 给 VI, Va, °°, Up 最 天 的 可 能 的 度 为 号 ，min 
Cdi). 下 有 多 ds Sh 0) + $ min (8, di) RZ, 


‚23+ 


1.5.7 8 d=(d,, dd。) 是 非 负 整 数 的 不 增 序 列 ， 
令 由 来 记 序列 (do 一 ,da 一 l, ++, ава, Чү,» 


da). 

Са) а 为 图 序列 的 充 要 条 件 是 中 为 图 序列 。 

СБ) Са) АНЕ ДНИ d 的 单 图 的 一 个 算法 。 

(V.Havel, S.Hakimi) 

iE: (0) = 之 ， 设 G 是 单 图 ， 其 图 序 列 为 49， Воб) 
=d, G=, e, n), DARRAR 

《1) Æo, 关联 的 da 条 边 恰 зо», +, VVar M 
GG 一 v1 的 图 序列 是 由 。 

(2) Жо. 关联 的 di $b h, 有 gvs, 且 j>di 二 1。 
Ф jo=martjlvivy € E(G))>d,+1, 

їо = тїп {юе & E(G))<d,+L, WJ 
0105, € E(G). B j>, Ноо; SEG) 


meo &E(G)Bi<i, 时 vive € Ё(С), 因为 di 20, 
FES os, 相 领 的 d, 个 点 ， 其 中 必 有 一 点 v4 与 94。 不 相 
%, 否则 ,gj 这 di, 十 1>di PE 作 G'=G (mie; + 
D1098) 十 (91940 十 0294 60}， 这 时 G' 与 G 有 相同 的 图 序列 


pon 
БА ;. 
Fen 
Da Q o Va 
Vio ve 
1,6,7 (a) 图 


‚24. 


d, REG Hjo DT, i 大 了 ， 如 此 继续 下 去 ， 必 可 化 为 
情况 (1)。 

<=, EG 的 图 序列 为 山 。 在 G' 上 加 入 异 于 GIA 
Ds, Фа, “ba 的 新 顶点 01, 并 在 v1 Rl ey, na, +, арна 


之 间 连 以 边 ， 所 得 之 新 图 记 为 C. W| G 的 图 序列 为 d。 

Ж. O) 构造 图 序列 为 4 一 (di ，…,aw) 的 单 图 G， 其 步 
mF; 

Жав, FEO =p, dOd, dz, *, d,)= 4, 
KOY (10007 А v” e b (9), h=1, 

第 2 步 ， 对 gd = (4,0-1, 4,4-1), ә, 
4,9717), ЖАТИ, 2, e, п) Ro, б 
өй (4100, 419,6, d 00) 成 为 一 个 非 增 序列 。 周 
BF, Goya- СЛЫХ 00, +з у=, жа,” 
=0, 则 转 第 4 2, EU, Н 3 步 。 

第 3 步 ; ФЕН ЕТЮ) (p, Pp | j=2, 3, =<, 
4+1}, 

б (0,0,1, 430—1, .. 
del, di). =, dP), 
ké—k+i, 35 2 b. 

AP, GSV, E20), $, 

( 度 序列 的 综合 性 文献 见 Lecture Notes in Math , 
885. (Combinatorics and Graph Theory) (1980) 中 
S.B.Rao 的 文章 。 己 .417-440) 

1.5.8 ШЕЙ; 无 环 图 CC 售 2- 部 生成 子 图 五 ， 使 得 - 
Ve €V R X delo) > Јева (о). 
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证 , RH 为 含 于 G 中 边 数 最 多 的 一 个 2- 部 生成 子 图 ， 
此 H 即 为 所 求 。 事 实 上 在 无 环 图 中 ， 可 以 有 重 边 ， 若 两 顶 
点 间 有 有 重 边 ， 计 算 其 中 一 点 的 邻 点 个 数 时 ， 我 们 计算 其 重 边 
的 个 数 。 这 料 改 动 后 ， 练 习 [1.4.7] 左 边 不 等 式 的 证 明 仍 成 
立 ， 故 这 一 不 等 式 对 无 环 图 也 成 立 。 注 意 到 该 证 明 中 实际 上 
先 证 明了 4я(ь);>(1—1/т)йв(ь), Ф m=2, ME, 

1.5.9 设 S={xi，xz，…，Yn} 是 平面 上 的 点 集 ， 其 
中 任意 两 点 之 位 的 江 离 至 少 是 1， 证 明 最 多 有 3п 对 点 距 B 
Валі. 

Ш. ЖИС, RhV(G)=S, S 中 两 点 相连 当 且 仅 当 两 
点 间距 离 为 !。 由 于 两 点 间距 离 为 >1， 从 而 对 任意 x EV 
(G), # xi bm arm Е, ЖАНБА, i 
d Ga )<5. 对 应 用 定理 1.1 ЯУ аби) 20, 从 而 有 
8&п;#2ё, ф3пг>е, 

1.5.10 图 G 的 钱 力 是 顶点 集合 为 马 (G) 的 图 ,其 中 两 
个 顶点 相连 的 充 要 条 件 是 它们 在 G 中 为 相 邻 的 边 。 证明， 
如 果 GEHA, 


(а) G 的 线 图 具有 2(G) 个 顶点 和 z (907) жә. 


ы ETG) 


(b) 天， 的 线 图 与 练习 1.2.6 中 所 描述 的 图 的 补 图 同 


构 。 

ЖЕ. АШИ ӘХ, (а) 的 结论 是 显然 的 。 

(5) KK, 的 线 图 和 Petersen 图 ( 即 练习 1.2.6 的 图 ) 的 
补 图 的 同 构 关系 ， 可 以 由 下 面 两 图 之 闻 标 明 的 顶点 对 应 并 利 
用 练习 1.2.5 直接 验证 它 。 

1.5.11 GRAM, 4, M 分 别 是 G 的 邻接 矩 隆 与 关 
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Petersen ЁН к, 
1.5.10 (6) 图 


WER, A, 是 G 的 线 图 LGH SEER, 
ЗЕН, (a) M'M=Art21,。 
(Б) 若 G 是 和 正则 的 , MJ MM :'= A+kI,. 

йв. Саун СММ), => СМ), CM), бери 
数 是 与 边 et，ey 均 关联 的 顶点 数 ， 对 单 图 它 为 1 或 0， 它 
正好 是 线 图 L(G) 的 项 点 e4， es БИЮ ШК, геј, BA 
《M'M) w=2. 再 由 А, 的 定义 ， 即 得 (6)。 

Ф) АСИМ?) = (М) СМ), ТЯ, AiE 
时 此 数 是 以 94，vi ДОН, мір i, AGE 
EN, BAMM Ju =в, ВАВ), 

1.5.12 3 G Ë ЕЩЕ, B| k £ G 的 一 个 特征 值 ， 
县 戏台 的 任何 特征 值 》 351 А Sk, 

证 : 因 G 是 上 正则 的 ， s= (1, +, 1) 满足 Аис Ац, 
k k Ж С-Н. 

ж 5 Ж G ЕЖЕН, MERE X H E AX=4X, 
其 中 Хо, $ x; 是 下 中 绝对 信 最 大 的 分 量 , MA: 

27 . 


А Нз i=l Ax; С), 11 ®_а,ух,| 
1t 


< > ‚+ hiss] 
а 
# ТАСА, 


1.6 路 和 连通 性 


定义 ，G 中 的 途径 是 一 个 有 限 非 空 序 A W =v 
Daes9s， 它 为 顶点 和 边 的 交错 序列 ， 上 县 er(1<i 有 有 的 端 
Afv Mu ERIA vo 到 vs REW, За 为 (v0,v,) 
0, ПА оо, о, 分 别称 为 于 的 起 点 和 终点 ,gl ,94 i, 
ve- BAW BAIA, kD W HR. 

Whe, e:z, б, е, MAZARA, ВИО. 

ЖЕ ИУ vo, vr, °, оь 两 两 不 相同 ,我 们 称 它 为 路 。 

定义 : GHEE, 9)- 路 ， 则 称 #，v 是 迹 通 的， 
顶点 的 连通 性 是 一 个 等 价 关系 。V(G) 的 每 一 等 价 类 的 导 出 
FARA G 的 一 个 连通 分 支 , 记 G 的 连通 分 支 个 数 为 p(G)， 
ж о(С)=1, СЕЕ, ШИ САИН. 


1.8.1 ÆR. Ш 人 中 有 一 条 (#，?2)- £, MJ G 中 
也 存在 一 条 (da，z)- 路 。 

br, 事实 上 ， 我 们 由 Н Са, о)- жж, FAA 
相同 点 ， 则 把 相同 点 启 的 那 段 途径 去 掉 , 然 后 继续 Eao), 
途径 往 下 走 ， 一 吉 走 到 终点 为 赴 。 按 作法 知 ,最 后 我 们 所 
RH, AB, TE h glu, v-e. 

16-2 Шот RI (wi, oA 05 ЖЮ Ж 
APUG, DER. 
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证 ， 用 归纳 法 证 明 ，k=1 时 ， 由 邻 搂 矩阵 4 的 定义 知 
结论 成 立 。 和 车 有一 1 时 结论 成 立 ， 即 


Ф-1у 


Р.А (Ре), EPRD E= SO. v8 
径 的 条 数 为 P , 下 面 证 明太 时 结论 也 成 立 。 令 Ps 一 4 一 
(P.D. mPpu= 和 arrP ry ,显然 9 申 任 一 条 长 为 
ЕКО, op- Ж, TE 成 先 Avo, Шао, Аа 经 


(о, o ЖЕЗ оз, HEX а MERO, vr 间 的 边 
数 ， 于 是 由 归纳 法 假设 au PI RRE K A kh o hÈ 


经 边 00, ЭЗЕ э, 8481848. WPIS 5 aa PY 


示 长 为 上 的 (v4 ，9s)~ 途 径 的 条 数 。 

1.6.5 EH: Ж Ө 是 单 图 且 62k, MJ G #-— 482 k 
的 路 。 

证 : 车 卫 是 如 中 的 一 条 最 长 路 ， 它 的 长 1 小 于 名 ， 设 
P $ owwa YD HRE dolv1) 之 6 之 k>>!， 从 而 在 P 
外 存在 一 顶点 ae Mo 邻接 ,于 E peinar ia 是 如 中 长 
于 了 的 一 条 路 , 这 和 了 是 G 中 最 长 路 矛盾 , # 12k, 我 
们 可 以 在 呈 中 取 一 段 长 为 的 路 , 故 4 中 存在 长 为 的 
路 。 

1.6.4 EA: Ө 为 连通 的 充 要 条 件 是 对 六 的 每 一 个 分 
Жорт И, И, 的 划分 ， 存 在 一 条 边 它 的 二 个 Эп 
AMAF, Vae 

证 ， =>, REV, EVs, AORERE, G rh 
Etalon, v), ТОХА ЕН s, v, sEV, 
vEV,, nvElo, v), WURR. 
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€, 若 G 不 连通 ， 则 G 至 少 存在 二 个 连通 分 支 Gi， 
0,, #V,=V(6.), VaV (ON i, Шав х 
Vi, V, 间 不 存在 两 个 端点 分 别 属于 及 ;及 。 的 边 。 这 和 充 
分 性 假设 矛盾 ， 故 G 为 连通 。 

1.6.5 (a) 证 明 : 车 为 单 图 ， 且 6>(" 了 1!) 则 G жж 
通 的 。 

(5) 对 2>1， 求 一 个 非 连 通 单 图 使 得 e 一 (21). 

E, (a) 若 G 不 连通 ， 可 分 为 两 个 顶点 数 务 别 为 ?4,73 
的 互 不 连通 子 图 G0;，G。， 易 知 ?4 之 1,(i=1, 2), та 
=r FE 

«бус + =P (D aD < 

«о-оо Do) 


= (95! ). 
这 与 > ( ?本 1 ) 矛盾 ! 


(b) G=K,.,+K, 即 为 所 求 的 单 图。 

1.6.6 (а), 2 G 2 ЖИ, д>[>/2]-1, MG 
连通 。 

(b) > 为 偶数 时 ， 找 一 个 ([912] 一 了 -正则 的 不 连通 单 . 
А. 

WE, (0) # G 不 连通 ， 则 ?个 顶点 至 少 分 属于 @G 的 两 
个 分 支 。 且 有 一 个 分 支 C У(Су<(»/2], ш сей, 
# C 上 的 顶点 的 度 均 不 大 于 [yj12] 一 1， 这 和 6>fy/2] 一 ! 巴 
E. СЖЖ. 
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Фу 天，s 十 天 ws 即 为 所 求 之 单 图 。 

1.6.7 EA, Ж GREF, IG 是 连通 的 。 

Ш. 对 G 的 任 二 点 4, о, # ú, fE G h 33, M 
在 G” НФ, Fu, o 在 G 中 相 邻 ， 则 4#, v 是 G 的 一 个 
Axt, 且 必 有 GG 的 另 一 分 支 的 点 外 与 #, o 都 不 相 邻 ， 于 
Ew Sa, v A G RHY, wo 邯 为 G? 中 的 一 条 (и, 
9)- 通 路 。 故 Ge 连通 。 

1.6.8 (а) 证明: 若 e€E, W o(G)<o(G— e)<o 
(G)+1. 

(0) 若 aE 玉 ， 证 明 上 述 不 等 式 中 G- й С-0-- 
成 立 。 
证 ; (а) ee E, ношах, BAA о(С)<о(с– 
6)， 叉 注意 到 一 条 边 e 至 多 仅 能 把 G-e 中 两 个 分 支 连 在 一 
起 成 为 G 中 的 一 个 分 支 , ЖК o(G—e)<o(G)+1. 

(6) WEG, G,, о(@,)=22>0(0,--0)=1, (©, 
—v)=3>0(0,)+1=2, 


| AA 
Слан 
o o 


G G, 
1.6.8 6) 图 
1.6.9 证 明 : Ж G 连通 ,和 且 G 中 每 一 个 顶点 的 度 为 
偶数 ， 则 对 任意 vEV,，@(G 一 o)<<d(v)/2。 
证 ， 设 C 为 C-o 的 任 一 分 支 ， 由 于 G 中 的 每 个 顶点 的 
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RAAK, K ，。 马 ，do(p) 亦 为 偶数 ， 又 由 定理 1.1G 的 
T.I C 所 产生 的 度 为 2e(C)， 所 以 由 G 的 连通 性 知 ，" 与 C 
WE, Н Хао) (Суон, оС 
Кошер, MERAH o(G—s)<+d(). 


1.6.10 证 明 : 在 连通 图 中 任意 两 条 最 长 的 路 都 有 公共 
顶点。 

证 ， 设 (v1，vs)- 路 ，(v1'，v2')- 路 均 是 G 中 之 最 长 
路 ， 甩 无 项 点 公共 。 由 局 是 连通 的 ， 政 硅 在 (V2，V2')- 路 ， 
o 为 由 vs HRE: v2')- 路 前 进 ， 最 后 一 个 和 《v1， 
v2)- 路 相交 的 顶点 ，v3 "为 由 as 出 发 Elor, v) 
进 ， 第 一 个 和 (v，，v。')- 路 相交 的 顶点 。 不 失 一 般 性 (v1， 
当 4)- 路 中 《v1 ，vs)- 段 的 长 度 不 小 于 (v1' оог) o’ 
vy )- 段 ,于 是 从 v1 出 发 ,经 lz1，v2)- 路 中 的 (21, то) 
B, RER (Ww, vih w, o )- 段 ， 最 局 (o, 
v'ho’, va -BENE pa' ， 显 然 这 条 路 比 原来 的 
(о, оа), RACO, J:)- 路 是 最 长 路 矛盾 。 所 以 
《ol ,02)- 路 和 (v1' ,v2')- 路 有 公共 点 。 

1.6.11 AAs, vE GHEE NK, M| E X. G h 
最 短 的 (4，o)- 路 的 长 为 G He, v2 ВЕ, TH delu, 
э); Bu, vE GPT, WREX dels, 6)2936 穷 - 
证 明 对 于 任意 三 个 项 Adl, о) Бабо, wyæd(u, ш), 

证 ，d(u，v) 是 在 不 引起 混 清 的 情况 下 delno) AE. 
G)23 в, v, m 连通 时 ， 因 为 由 (#4， 5)- 路 和 (vww)- 路 , 合 
并 起 来 构成 Ca，u)- 途 径 ， 又 因为 最 短 的 人 ua，w)- 路 的 长 不 
超过 上 述 (as，u)- 途 径 ， 故 由 距离 的 定义 ， 结 论 成立 (2) 
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жя, о, 如 不 连通 有 时, dla, о), d(ə, m), d(#, w) 中 至 
少 二 个 为 无 穷 。 结 论 也 成 立 . 

1.6.12 图 局 的 直径 是 中 两 项 点 之 间 的 最 大 距离 。 
Ш. 若 如 有 大 于 3 KAR, M G° 的 直径 小 于 s, 

证 ,对 任意 一 对 4, u€V(G). бао E(G), W s 
EEG Jik doc (u, v)=1, #suo€ E(G), Wuv ECG’), 
这 时 分 两 种 情况 讨论 。(1) 车 VY(G) 中 任 党 项 点 至 少 和 #，v 中 
一 天 点 相 邻 ， 此 时 任意 的 x，yEV(G) 有 da(x， у)<3, Ж 
MRRP, KORTA., COV (GHE M r w fE u 
w, mo & ECG), W vw, wEECG?), F Ваа (и, v)= 
2. 综合 上 述 情况 ， 人 "的 直径 小 于 3。 

1.6.13 证 明知 @ 是 直径 等 于 2 的 单 图 ， 且 A 一 ?一 2， 
则 г;>2»—4, 

证 ， 由 A 一 ?一 2 m, GRANA! 与 ?一 2 个 顶点 相 邻 。 
让 而 有 wv 一 2 条 边 ， 出 下 的 另 一 顶点 4 与 9 必 不 相 领 。 为 使 
@@ 的 直径 为 2，4 到 各 项 点 的 距离 不 超过 2， 至 少 要 增加 ?一 
2 条 边 。 放 a(G) 之 2(? 一 2)=22 一 4。 

1.6.14 若 侣 是 连通 单 图 , 但 不 是 完全 图 ， 则 GG 存 在 
WFE u, o fim, ЙЕ uo, ише E, sw&E, 

证 ， 由 假定 G 520, Ва, wEV, wg 
Е, 由 于 СЕО, ВЕ АЕ 8 u, w, 的 最 短路 ， 
ЗЕ авалан, nel, В ш, E, MARERE 
EFE, TERN $ =o, n =m(3 n=l s=). 
У. 

1.6.15 еи ВСА)" 中 无 零 元 。 
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E, ануу py еве) 
»-0 


=, 51.6.2931, Фб, JG С ВГ 
ve V4 闻 长 为 各 的 途径 的 数目 。 由 于 G 是 连通 图 , 对 任 意 - 
C, DEREC, o)-B, RER ki E ki, 
而 45 RRG, DEFF, WAHDU HEFE. 
<=; (AAD REET, HERG, j), BA h ME- 
0<k<r—1 使 得 4* 中 的 (f， DERF, SEA, v 
存在 长 为 的 途径 。 故 G 连通 ， 


1.7 图 


定义 ， 起 点 和 终点 相同 的 途径 ( 迹 ， 路 ) 称 为 闭合 径 (ИР 
Ж, Й), ШЕИ. KI k REIA k- Е 5 
RRRA, IFR, HARE, 

定理 1.2 图 为 2- 部 图 的 充 要 条 件 是 图 中 不 含 坷 图 。 


1.7.1 EH, FA е С-Н, Мерс 
的 一 个 国内 。 

Ш. ET Z G h 2 的 一 条 闭 迹 ， 由 下 中 任 一 点 出 
发 , 沿 了 前进， 落 在 前 进 过 程 中 发 生 经 过 某 顶 点 be 两 次 的 
情况 ， 则 将 迹 中 两 个 ve 间 的 那个 图 除 去 ， 然 后 继续 着 人前 
进 ， 直 到 把 了 走 完 为 止 。 于 是 这 样 我 们 把 了 分 解 成 为 图 之 
7, 故 e 在 G 的 某 一 个 图 内 ， 

1.7.2 Ш, #822, W| G SAB, 
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证 ， 由 于 632， 从 而 下 ve 出 发 到 ps 的 路 可 以 向 前 延 
种 ,又 由 于 局 是 有 有 限 个 顶点 ， 从 而 延伸 到 某 一 点 后 加 往 下 
延伸 时 ， 必 然 要 和 已 走 过 蔬 点 相 重 ， 于 是 我 们 就 得 到 G 中 
的 一 个 轿 。 

1.7.3 车 局 是 单 图 ， HS2, N GERREN ôt 
1 的 圈 

Ш. 设 侣 中 最 长 路 为 (0。， v5)~ 路 ， 其 顶点 依次 为 v6， 
Dis Vas, Dr, Ж vo 的 所 有 邻 点 均 在 (oo，bz)- 路 上 ， 
不 然 它 和 最 长 路 矛 慎 。 取 5 的 所 有 邻 点 of 中 的 足 标 最 大 者 
За, BRISA., Р оорго 是 G 中 的 一 个 长 不 
小 于 2+1 的 圈 。 


1.7.4 Кккк. #CAGm, 
我 们 定义 G 的 图 长 为 无 穷 。 证 明 : 


《4) 国 长 为 4 的 如 正则 图 ， 至少 有 入 个 顶点 ,在 Bj 18 
意义 下 ， 扩 个 顶点 这 样 的 图 是 唯一 的 。 

《所 围 长 为 5 的 В—1Е [ДЖ ЛЬ} ket 个 顶点 。 

迹 ，(o) 考 虑 图 G OST х, у, FS), S) 
分 别 表示 G 中 与 x*，y ERI HAR, 5(х)П5(у)= 
Ф, 否则 如 的 围 长 为 8, 这 和 局 的 围 长 为 4 矛盾 。 因 此 
ISON N a=k, WADAH) 
顶点 ,次 在 S(*),S(y) 间 再 将 它 连 成 完全 2- 部 图 .最 后 所 得 . 
之 图 。 即 是 轩 长 为 4，28 个 顶点 的 -正则 图 。 由 作法 知 它 在 
筷 构 意义 下 是 唯一 的 。 

(A Єй x hik, S, 表示 在 G 中 与 > 距离 为 
SIN G =0, 1, 2, ABA S, 中 的 顶点 相互 不 相 邻 ， 
S, 中 的 每 一 个 顶点 恰好 在 在 一 边 与 S, 相连 ,， ШС 
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长 就 小 于 5， 这 与 G 的 图 长 为 ФЕ, НЕШЕ, Aik 
IS,|=1, 二 =, IS,|=k(&— 1) , EGEDE 1 + h + 
1) = ті 个 顶点 。 

1.7.5 证 明 ， 图 长 为 5 直径 为 2 -ENRE Ak 
个 顶点 。 对 和 =2，3 找 册 这 样 的 图 。 

证 ， 应 用 综 习 1.7.4(5) 中 的 符号 和 证 明 过 程 ， 由 于 É: 
径 为 2， 故 S4(i2>3) 为 空 集 。 从 而 PC(G)| 一 SLS 一 
1 十 RARAC8 一 1 一 各 十 1 个 顶点 。 

。 对 于 R=2， 围 长 为 5， 直 径 为 2 的 2- 正 则 图 是 图 Ca 
于 上 &=3， 转 长 为 5， 直 径 为 2 的 3- 正则 图 是 Petersen 


= 


((&, а)-Ж, ЖЖ (А, d)-Moore 图 ， 是 顶点 数 为 最 
D, EAk, 直径 为 d 和 国 长 为 g 的 正则 图 ， 故 本 题 结论 说 
明 С, 是 (2，5)- 笼 ，Petersen 图 是 (3，5)- 笼 . 研究 这 一 
类 图 是 代数 图 论 中 一 个 有 趣 的 问题 ， 可 以 证 明 有 如 下 关系 ， 
d= [912】。 对 g=5 的 理论 上 证 明 存 在 的 第 ， 先 后 已 构 作 
出 来 ， 礁 (57，5)- 舌 只 知 存在 的 可 能 性 。 如 果 它 存在 的 话 ， 
按 练习 1.7.4(5) 计 算 将 是 3250 个 顶点 的 图 。 构造 这 样 的 
罗 ， 对 设计 理论 家 来 说 将 是 一 次 严重 挑战 。 对 这 种 图 的 研 
究 ， 近 来 已 发 展 成 为 Moore 几何 理论 。 有 关 笼 的 进一步 续 
论 ， 可 和 参阅 N.L.Biggs 著 的 《Algebraic graph theory} 
的 第 二 十 三 举 。] . 

1.7.8 Е, (a) Жер», NGERE, 

(5) 车 ev 十 4, 则 G 包 含 两 个 边 不 相交 的 轿 ,(L.Posa》 

证 ，(c) 若 G 食 有 环 或 重 边 ， 则 G 含有 圈 。 故 不 失 一 般 
性 ， 可 以 假定 是 单 图 ， 若 G 存在 度 为 1 的 项 点,， 则 我 他 
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除去 这 些 顶 点 和 它 关 联 的 边 , RMEG, IA GYS 
*(G,), ÆG 还 存在 度 为 1 的 顶点 ， 则 类 似 由 人 G 到 G1 的 过 
程 ， 可 得 到 Gs， 这 样 继续 下 去 可 得 Gs，G4，…。 由 于 ?二 
1 或 2 的 单 图 不 可 能 满 e 汐 ?6， 故 这 过 程 到 某 一 个 Са 就 
ВЕТ. Ga 中 每 一 个 顶点 的 度 均 不 小 于 2， 即 a(G,)>2, 
由 练习 1.7.2 知 ， 在 Gm HEB, ATE G 中 亦 存在 B, 
(6) 事实 上 ， 只 需 证 明 e 一 ?十 4 时 ， 命 感 成立。 用 反 证 
法 ， 设 G 是 满足 一 ?十 4， 但 不 包含 二 个 边 不 相交 的 圈 的 图 
焦 中 顶点 数 最 少 的 一 个 图 。 则 G 有 如 下 两 点 人 性质，@G 的 
BI 225, ЖЖС 的 围 长 <4， 则 在 G 中 除去 一 个 长 
EKLERE C, 的 边 ， 所 得 之 图 记 为 G"， 显 然 KG' yG) 
=»(G'), (а), G' 中 存在 一 个 圈 Cr Ci, C, 的 边 不 相 
交 ， 但 这 和 G 的 假设 矛盾 。@8(G)>3。 事实 上 ,， # dl) 
=2 BF, ооо, тор, ЕЕ(С), ШЕ С, =G u + {0 
вз}: Z dlui, MU G, 为 在 G 中 除去 v6 以 及 其 关联 
之 边 (d(eo) 一 0 时 , 任 去 G 中 一 边 ) 所 得 之 团 。 显 然 e(G:) 一 
s(G,)+4, Gi 仍 是 不 含 二 个 边 不 相交 的 圈 的 图 。 H(G) 
一 %(G) 一 1， 这 又 与 G 的 顶点 数 为 最 少 的 假定 矛盾 。 下 面 我 
{1ш @ЖДӨШ 1.1, э-Ь4=е;>3»/2, В UIL, 但 另 一 
方面 ， 由 @, 在 GG 中 存在 一 个 图 C,, C, 上 的 顶点 之 间 的 
边 ， 除 C, 上 之 边 外 ， 再 没有 其 它 边 ， 以 So ЖС, 上 的 顶点 
集 ， 故 由 国 ，S。 上 每 一 顶点 均 有 储 向 Ce 外 的 边 。 记 与 So 距 
离 为 1 的 顶点 集 为 S$,。 则 8, 的 每 一 点 有 但 向 S1 的 边 ,有 反 过 来 
5, 中 的 每 一 个 顶点 仅 有 唯一 的 一 边 与 $6 相连 ,不 然 在 G 中 
则 含有 长 不 大 于 g/2 十 2(<g) 的 圈 ， XM G H El K A gF 
F, HSS FERME S+S >It. 但 
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这 又 和 ?和 8 的 结果 矛盾 。 故 反 证 法 中 假设 的 G 不 存在 。 所 
AORE. 


1.8 最 短路 问题 


定义 ， 对 G 的 每 一 边 e 中 以 一 个 实数 wle), A e 
权 。 赋 了 权 的 加 长 财权 图 。 子 图 的 权 足 子 风 上 所 有 边 的 权 的 
和 。 

ZR, (u, о) НОВ, u, о 同 最 小 路 长 
的 路 称 (4，v) 的 最 短路 。 

计算 各 项 点 到 ge 的 最 短路 的 Dijksira 算法 (这 里 是 根 
Зр ра), 

第 1 步 , 置 [(40)=0; ото ,1(v)=00; S = (80), 
R i=0, 

第 2 步 ， 若 i=p 一 1， 则 停 ,iz 一 1， 转 3 步 。 

第 3 步 ， 对 每 个 EB4, 1(о)ешїп{[(и), 1ш) 
(uo); 

计算 Со), FH u 记 达 到 这 最 小 值 的 某 一 顶 
д, B 5,..=8,0 (н), ieiti, 转 2 步 。 

定义 ， 一 个 四 论 算法 是 好 的 ， 车 在 任何 图 上 完成 这 个 算 
法 所 需要 的 计算 量 ， 由 ”和 = 的 一 个 多 项 式 为 其 上 界 。 

Dijkstra 算法 是 一 个 好 算法 。 


1.8.1 ЕЖА), ША по 到 所 有 其 
它 顶 点 的 最 短路 。 
解 ， 用 Diikstra 算 法 求解 ， 其 结果 如 图 (2)。 
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2(ua) 3(uz) 5(из) 


ш 


130) 7 


1108) 


和 


轩 (2) 中 备 顶 点 v 旁 的 数字 即 最 后 的 Co), ERR До 


到 we 的 最 短路 的 长 。 各 u, 的 下 标 了 ЖО Яй илаа 
RA SRE, G RABETA. 


1.8.2 为 使 Dijkstra д чаи, саса 


ют, EERME? 


S. 在 第 3 步 中 ， 0) ) аба, зу, ата, 


BERRA о MY о) и, 来 的 ， 如 上 题 图 (2) 中 的 (#4) 所 


. 39 < 


示 、 根 据 (4,) 可 回 追 出 各 点 v 到 u 的 最 短路 。 

1.8.5 某 公司 在 六 个 城市 C1,…，Cs。 中 有 分 公司 ,从 
C, 到 C, HERRER NEETER G, pim Е. 
《co 表示 无 直接 航路 ). 


该 公 司 想 要 一 张 任 两 城市 间 的 标价 最 便宜 的 路 线 表 ， 试 
作出 这 样 的 表格 。 

解 ， 以 C1，…，C4 为 顶点 ， 两 顶点 相 邻 当 且 仅 当 票 价 

不 为 co。 各 边 上 的 祝 等 于 标价 。 在 这 样 的 峰 祝 图 上 ， 重 复合 
用 练习 1.8.2 中 的 Dijkstra 算法 ， 算 H Ci ( 即 u) 到 Cr 
《i<< 门 的 票 价 最 便宜 覆 线 。 结 果 如 下 页 表 。 
м 1.8.4 在 一 河岸 有 狼 、 羊 和 卷心菜 , BRAR HE 
们 渡 过 河 去， 但 让 于 他 的 船 太 小 ， 每 次 只 能 载 一 样 东西 ， 显 
然 ， 狠 和 羊 ， 羊 和 卷心菜 都 不 能 在 无 人 监视 的 情况 下 放 在 一 
起 ， 问 摆 湾 人 将 如 何 把 它们 庐 过 河 去 ? 

解 ， 人 , 狠 . 羊 . 菜 四 种 东西 的 任意 组 合 ， 共 有 有 24 一 16 种 
情况 ， 其 中 少 羊 菜 、 羊 菜 。 狼 羊 三 种 情况 不 允许， 因而 这 三 
HARHA, A. Л. ЛЕЯНЫН. 这样 ， 
岸上 只 能 有 如 下 10 种 情况 ， 

ARER ARE Ай 人 羊 菜 Ат So% 
* ж ж 


а 


REKER x 价 


CieCeRCs | s 
CCCa RCCL RC 45 
CCC RC ieC a 4 % 

сугСе ， % 

сугсє 10 

Cls 15 

C ZC. 29 
CCCa 30 

C | Cc 25 
Сас, | Cc, ИГ 
Cs | СуеСувЄз С.С | 7299 


SC aC 


1.8.4 图 
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将 这 10 种 情况 各 用 一 顶点 表示 。 丙 种 情况 的 两 顶点 有 这 
物 连 ， 当 且 仅 兴 两 种 迟 况 可 用 载 人 (或 加 一 物 ) 的 渡船 互 租 转 
х. 于 是 可 得 上 图 ， . 

我 们 的 问题 化 为 求 一 条 从 “人 狼 羊 菜 "顶点 到 " 空 “ 顶 点 的 
路 ， 如 果 各 按 赋 权 为 1， 即 化 为 求 一 条 这 样 的 最 短路 。 有 从 铬 
用 Diikstra 算 法 易 知 ， 摆 流 人 有 如 下 两 种 办 法 渡河 : 

AARE 


Z ` 
ЛЭ ЗЕЕ ЛАЗЕ 羊 一 人 羊 一 空 。 


жле 
V4.8.5 某 二 人 有 -一 只 8 fis pasqa Ts, 还 有 两 只 
空 斑 ,分 别 为 5 升 和 3 升 。 试 问 将 酒 平分 的 最 简单 方法 应 当 
怎样 ? 

N. Sesi, xi, xa 分 别 表示 8，5，3 加 仑 酒 副 中 的 酒 
E. N| x Tayta =8, z, S8, 05, хоз 的 非 负 整数 
ЁНй(х+, ха, ха) [ЛАЙ АРГО ГОТ ,( 共 24 种 )、 
每 一 可 能 情况 用 一 项 点 表示 ， 丙 顶点 间 有 边 相 连 ， 当 县 仅 当 
恋 两 种 情况 可 通过 倒 酒 的 方法 互相 变换 。 如 果 各 边 赋 权 为 

是 ， 问 题 化 为 在 这 样 的 图 上 求 (8,0, 0) 到 (4, 4, 0) 
的 最 短路 。 用 Dijkstra 算法 得 到 结果 如 下 ， 

(в, о, 0)—(3, 5; 了 一 (8，2，3)~(6，2，0) 一 (6， 
0, 2)—(1, 5, 2)=(1, 4; gylt, 4, 0). 

1.8.6 ш ЯЕ, сда з, Був 
的 图 长 。 并 说 明 为 什么 是 好 算法 ? 

Ж. (0) 注意 到 对 所 有 边 赋 权 1， KUR аш o 
WER Dijkstra БИР, 3 3 2 Заве іа) = 一 co 
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DER. KHH we 所 在 分 支 H (a a) НЕЕ, B. 
У(Н(а„»)у)=5$,, A, 我 们 只 要 将 Dijkstra 算 法 作 着 兴修 
改 ， 可 得 一 个 求 图 的 分 支 的 好 算法 ， 步骤 如 下 

жож, о=1, V=V(G), УЕ no: 

第 ! 步 ， gl(a)=o, Bon , 100) =9о, So={ne}, 
且 i=0; ( 同 Dijkstra 算法 第 1 步 )。 

第 2 步 ， 若 好 一 区， 则 Je 一 S， 停 止 ，( 这 时 ， 图 的 
分 支 数 为 四 ， 各 分 支 顶点 集 为 {， ，…， 克 oo} 7， 否则， 转 第 
3 步 。 

第 3 Ж, HATED, Ko)emin{ Ko), 1(и,)+ 
ш(а‹о)}› ЗЯ min (100) НЕ, nie, 

着 中 iatio)) = оо, Musi, 06-5: e<— 


+1, ВЖВ,(Ш У) ЧЕЙ ДЗ a WEIB - 
EN, Aati 记 达 到 mialo ARTA, AÈ 
“Egg 


Sens Ulna), ФВ о, 

显然 ,这 一 算法 的 计算 是 与 Diikstra 算法 的 计算 重 革 本 
一 样 ， 因 为 增加 指令 并 没有 增加 大 于 5: жари ж, 
е эзш, НЯ, ` | 

(5) ATRE, RIRE EE OTSE RA. 
在 这 样 的 图 G H, RMAs, ЖТ. AAM Бї та” 
算法 得 到 的 各 顶点 到 n, НВ, HTa В 
ae 的 最 短路 生成 村 ， 每 个 不 在 树 Ts。 上 的 这 e, 唯一 对 应 
一 个 可， 这 个 一 上 的 其 它 进 都 在 树 T... E, ЗЕ so 
的 生成 村 由， 记 С,(е&7,, )， 它 们 有 4 一 ?十 1 +, .. 


„а. 


п, 是 G hA 858 C 上 的 一 个 顶点 时 ， 则 存在 一 
个 ge 的 生成 树 图 是 G HEEM. Wik, 7 Dijkstra Ж 
法 增加 些 指令 ， 修 改 为 一 个 水 图 的 各 长 的 好 算法 。 其 步 踢 如 
т. 

RoS, V RERA so: Оо {ао} |С=оо, 

жів, M Dijkstra 算法 第 1 步 。 

第 2 步 ， 着 i=v 一 1， 则 转 第 4 步 ， 害 则 ,i<<v 一 1 转 第 
СЕА И 

第 3 步 ， 同 Dijkstra 算法 第 3 步 。 

第 4 步 ， 计 算 as 的 所 有 生成 树 图 的 图 长 ， 即 : |C! 
(e, ЄТ); 

С-та С, ші, 

` tATu, 

ЖС, Е 53, BW, [Cl>3， 转 第 6 步 。 

第 5 步 ， 停 (图 长 为 3》。 

#6#Ф, EU =", HETE: GM, #VIU, HER 
MAn, UU Uigh HEIP. 

第 了 步 ， 停 (图 长 为 CD)。 

这 个 算法 的 计算 最 为 ?4 数量 级 。 因 为 Diikstra 算法 
的 计算 量 是 t 级 的 ， 我 们 又 将 它 重复 了 ? K WE, 计算 
s 的 生成 树 男 独 长 的 计算 量 也 不 超过 s: 级 ， 所 以 这 是 一 个 
好 算法 。 . 


1.9 Sperner 引 理 


ЖЖ, ло, ti, з, хе, (q<cn) Æ E" 中 的 最 广 点 
аа. 


组 ( 即 向 量 组 (x, 一 xo limi, e, 4g} 是 线性 无 关 组 )。 
令 х= Ума, 
#4=0 t 


E" 中 这 样 的 “的 集合 称 为 一 个 q 维 单 形 。 2 维 单 形 是 闲 三 
角形 。 

定义 ， 将 4 维 单 形 了 ， 重 分 为 有 限 个 较 小 的 4 维 单 形 ， 
使 得 任意 两 个 小 я 维 单 形 如 果 相 交 ， 则 相交 部 分 愉 是 它们 
ъл 公共 顶点 形成 的 且 维 子 单 形 。 这 样 的 重 分 称 DAR 
жэ. 

жх, 将 单纯 重 分 了 的 了 ШИТИ ла E 
形 的 顶点 标记 以 0，1，…，4i， 这 个 标记 称 为 加 有 的 ， 若 它 
йж. 
(1) Тае АУ 顶点 以 任何 顺序 被 标记 为 0，1，…， 


A=, 4.20, G=0, 1, e, g) 
0 


4. Ка 

(2) T RIRA is ir, +, бак (KAKO) 的 顶点 组 
Ж В ЕРА ЮТЩ, RERA d +, 
ia 中 的 一 个 ,特别 地 ，7 的 被 标 为 1， 了 的 边 上 重 分 顶 点 
只 能 标 为 1 或 j。 i | . 

定义 ， 单 纯 重 分 中 的 g 维 小 单 形 ， 若 其 3 十 1 个 项 点 具 
有 g 十 1 个 不 同 标记 ， 则 称 为 可 识别 的 9 А. . - 

定理 1.3(5регпег 引 理 ) 每 一 标 以 固有 标记 的 兰 角形 
单 组 宣 分 ， 有 奇数 个 可 识别 的 三 角形 。 


1.9.1 设 卫 是 2 维 单 形 ( 闭 三 角形 )，7。 是 了 的 外 部 
ER TERRAN, Ti, t, Ta 是 单 8 FF 
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的 小 三 角形 ,又 任 给 一 个 固有 标记 。 作 图 G ШЕ, V=, 
т, ее, Vaj, Vi, b ÆA, SRRA T, Ti 的 公共 边 
是 一 条 其 端点 标记 为 0 和 1 的 线段 (1 аж). 

Ж. vo Ж G 中 的 奇数 度 顶 点 。 

ж. 人 的 (0， Т НАТОНЕН 0 R 

‚кия FEB. (0,-,0,1,+-,1,0,+,0,1, +, 1, 0, 
лл, зе, 1), BEAS Т, AARO, DARB DEEA 
тания вазна, 1) 边 界 的 个 数 。 
这 个 序列 里 最 后 一 段 0，1，…，!1 子 序列 有 1 个 (0, 1) 边 
F, 其它 的 0，1，…，1, 0 子 序 列 都 有 2 个 (0, DAR, 
所 以 这 种 (0，1) 边 界 共 有 奇数 条 ， 从 而 v 是 奇数 度 的 。 

1.9.2 设 人 是 顶点 为 Ye，xYi，xs 的 闭 三 角形 ,个 上 
的 点 * 可 表 为 ， А | 

x=a_ 4 Fax 03:91, Yai, a,20 
— 
@=0, 1, 2), (а, ar, а.) x 的 重心 坐标 。 
又 设 了 是 了 到 自身 的 1-1 连续 映射 : 
Fao, аа, а;}=(ав!, a1’, да) 

65, = (к= (а,,1.92), с'а} (i=0, 1, 2) 

试 还 ，(5) 对 了 的 任 一 单纯 家 分 ， 在 在 固有 标记 使 得 标 
з ИАР Si: 

(0) 集合 Se 是 闭 的 。 

WE, (а) хЄТ, й х=(а, ау, ау), Ў) = 
(а', ол', ar). MJ 35, EBES, Ba,>0 因为 ， 


: : 
ШЕ а> fa >а, АШ Y a> Уа, 


= ШЕ] 
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TÆ, ж} / 及 了 的 任 一 单 缉 生 分 存在 如 下 标记 法 :二 

一 个 重 分 顶点 x€ Si 6:220, 则 %* 标 记 为 i。 因 为 了 
ЕТА s G=0, 1, BRE a=, х,Є$,, KE 
这 个 标记 法 下 被 标 为 ЗЫК, хол 2 ЕКА ТИ 
点 ， 它 的 原 重 心 坐标 有 4， 二 0， 这 一 标记 法 下 不 会 标 为 2, 
改 必 被 标 为 0 或 1， 对 Zot, xix: 上 的 重 分 点 可 作 类 似 论 
证 。 从 而 这 个 标记 法 是 固有 标记 , 且 标 为 于 的 顶点 属于 S,. 

CO) Ж 加 (40070, a, 0300) €S,, f Gy.) = 
(ae. r a 9) TE a Y Kau P RYE lHmy,. 


H {ЖЕ , A: 2=limf(y.)=/Climy,) =/(у). 
AT RAR, йу, z€ T, Bz E уй} @җ. Ш, Жу 


=(ае, а, а)Й[#==(а', а,', а,')==/(ав, 01,03), 
ERa, = та Klima =a, BD, УЄ$,, #5, 


是 闭 的 。 

1.9.5 对 高 维 单 形 的 情形 , 叙述 并 证 明 Sperner 5} 
#. А 
解 : q 维 单 形 的 Sperner 引 理 ，“ 每 一 标 以 固有 标记 的 
g 维 单 形 的 重 分 中 有 奇数 个 可 识别 的 《 АОИ, " 

证 明 如 下 ， 设 了 是 被 单纯 重 分 且 标 以 固有 标记 的 原 9 维 
单 形 。 TH 是 于 中 标记 以 0，1，…， RTA E R A h eE 
子 单 形 。 现 用 归纳 法 证 明和 (8>>2) 中 的 可 识别 的 卢 维 单 形 
Яй. 

2 维 Sperner 引 理 已 证 明 Y 42 中 可 识别 的 2 维 单 形 (三 角 
形 ) 有 奇数 个 。 现 轨 纺 假设 了 -中 的 可 识别 的 一 1 维 单 形 
是 次数 个 。 考 虚 T 扑 让 的 区 域 To 及 卫 的 限制 在 T4*' 中 的 单 
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my Ni, ÉE тоик ЖАТ .. p. o, 
Foo, Vi, `”, Up 5T”, T m, +, 了 一 一 对 应 ， 
在 {ge ,pi，…,5a} 上 构造 一 个 图 , Т, ‚Ту АШАУ 
被 标 以 0，!1，…， 8 一 1 的 充军 条 件 是 pf 与 0; 相 连接 ; 于 是 v6 
与 of ЖИЕ ЭҢ Хм T ORGA 落 在 ТШО, о, 
大 一 1 的 面 单 形 上 的 可 识别 的 一 1 维 面 单 形 、 由 归纳 假设 ， 
ЖЖЕНИЕ, ВЕ оо ERAR, РАШТ M, <, 
s. 中 有 奇数 个 是 奇数 度 的 顶点 . 任 取 一 个 奇数 度 的 顶点 py， 
它 对 应 的 了 /中 中 已 月 个 顶点 标 为 0，i， es, В—1, 所 以 
另 一 顶点 必 标 为 从 否则 vs E28, FE) AT PETTA 
БӨ В ЈИ, Тан Т ӘЖЕ Л, БЕШ Тф 
Е ЧИЗЕ ` 
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第 二 章 Ы 


2.1 Ж 


EX., 无 国 图 ， 不 包含 图 的 图 。 

定义 ,连通 的 无 围 图 称 为 树 。 

定 图 2.1 树 中 任意 两 顶点 有 唯一 的 路 想 违 。 
定 图 2.2 车 G 是 树 , 则 a(G)=? 一 1。 
Ж2.2 和 非 平凡 树 至 少 有 二 个 度 为 1 的 顶点 。 


2.1.1 证 明 ， 如果 无 环 图 © 的 尾 总 两 顶点 都 站 只 一 的 
Wi, NGEN. 

证 ,由 于 G 中 任 候 两 顶点 都 被 唯一 的 阁 由 . 连 ， 玖 你 连 
通 。 又 若 саж С, Щ С 上 的 两 点 ,在 G 中 存在 两 条 路 
相连 ,这 与 "唯一 的 路 * 的 假定 矛盾 ， 故 G ЕЖЕ ШЕШ, й 
BEX, САН. 

2.1.2 WAEREA а AR AE 
均 是 1 ， 来 证 明 肥 2.2。 
ШЕ, 事实 上 若非 平凡 树 中 的 (s，0)- 路 的 起 点 或 终点 的 
并 大 于 1 。 这 时 因 树 无 图 ， 易 知 (#，?)- 牙 可 句 继 Se 4. ЕЁ 
对 非 平 丹 笠 中 的 最 长 路 的 端点 和 终点 灸 懈 为 1 ,所 以 标 2.2 度 
立 。 . 


ШҮ 


2.1.5 用 练习 1.7.2 证 明 系 2.2， 

ш, ESOS, MARY 1.т.2б HAAB, RMG 
意 树 不 含有 图 相 矛 盾 , 故 G 至 少 存在 一 个 顶 An da)=1, 
在 G 中 由 4 出 发 的 (4, v)- 路 , Ж d(v) 大 于 1, 5 (8,0) 
~ 路 可 继续 延伸 ， 由 于 G 中 不 全 加， 这 种 路 的 延伸 永远 不 会 
终止 ， 但 这 又 和 G БОН БЕНИ, Ж са р 
存在 一 个 顶点 度 亦 为 1 。 所 以 系 2.2 成 立 。 

2.1.4 证 明 ， 若 一 裸 树 恰好 有 两 个 顶点 的 度 为 1， 则 
它 是 一 条 路 。 

证， 设 G 是 丛 有 两 个 工 度 顶点 的 树 ， 则 es 一 2 一 1， 

有 8(a) 一 2 一 2(? 一 D，C 连通 且 除 两 个 1 度 点 外 , ЖЛ 
МШ 2 。 若 其 它 项 点 中 有 度 大 于 2 的 顶点 , А5400) 
>2+2(7—2)=2(7—1), FE! 故 其 它 顶 点 度 均 为 2。 于 
EGER. 

1.1.5 设 G 是 有 ?一 1 条 边 的 图 ， 证 明 下 列 三 个 命题 
RSRK. (а) G 是 连通 的 ，(b) САЖИ: (с) G 是 
Mi. А 
ЖЕ. Ж ВНЕ (с) (а), (DEBR. 
Т ЖШПИЕР Ж (а) >(6), (с): 和 la), 从 
йй=>(о), WFG), САЖИ С, KE 3 n, ЙС 
上 有 个 硕 点 和 4 条 边 ， 对 于 那 ? 一 n 个 不 在 C 上 的 顶点 ， 
每 一 个 顶点 必 有 一 条 关联 于 它 的 边 ， 且 这 条 边 在 法 搂 宫 与 露 
Слз ы, ЭА ЖОП ИЕГИ, HU. КЁ а 
s ВЕРЕ, g G TEB, ШЖ. NFOS), 
жя G 不 连通 ， 设 含有 oG 个 分 支 ， 由 (5) 显 然 这 Ë Jy 
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支 列 为 树 ， 对 每 个 分 支 用 定理 2.2 热 后 Ja), уно) 
oo(G)<? 一 1 这 和 e=» FA, AGED, 88 (0) 
=, 

2.1.6 证 明 ; 者 个 是 A 之 的 树 ， NGELAH 
REXI... 

证 , ИЕШЕ, ЖЯ G 中 度 为 1 的 项 点 个 数 s 小 于 多 

出 定理 1.1 206) Е IOG- GH) 


Быш; 


十 之 2y 一 1， 这 和 定理 2.2 矛盾 。 故 命题 成 立 。 
PA. 一 个 无 圈 图 ， TARH EHe ЕС 
Са) AEIR С ` 
Ф) HERY герон С ЖЖ. 
0. (в) пех, ев | 
Ф) жб До PERSE, B АЫ SIB mG 
Ж ях С, 含有 图 ， Minaj 2.1.5 hiyi izin 
CT asi Кн, тС) 
069—1. же= Z ENS ZCP- 
‚ SEATA. яснай, Вањ. Баж, ж 
GERE e ADAME, A GW irak Ж Ca, BAE 
R22 Å GSC. Вт = sec 2, 
(С, )-o=r 一 o。 
2.1.8 сч masak, оу 顶 
жэ. 人 Жейн ABUSE RE, 


: 这 结论 对 于 树 K, K, IRK RINER 任 
人 机 了 与 除去 了 的 斯 有 度 为 NA ТО] 


I 


жауар т" AARGH, ав, што-та 
Па 到 T 的 任何 一 个 其 它 的 点 2 的 距离 仅 当 ? 是 — ж 
时 ，。 才 可 能 达到 最 大 值 。 于 是 sx d(u,r)= max d(a, v} 


十 1。 故 全， 了 有 相同 中 心 ， 落 重复 这 种 除去 端点 的 过 程 ， 
我 们 相 端 得 到 一 系列 与 T 具有 相同 中 心 的 树 ， 因 为 了 ЖЕ” 
玖 经 有 限 步 后 ， 我 们 最 终 得 到 的 树 是 玉 1 或 基 ;。 且 KK1， 
天 ;的 中 心 即 为 了 的 中 心 。 从 而 了 的 中 心 正 好 由 一 个 顶点 
或 两 个 相 邻 顶点 组 成 

E2, 考虑 G 中 的 最 长 路 已 一 pool…as， 当 有 为 偶 
数 时 ,pars 是 G 的 唯一 的 一 个 中 心 : 当 丘 为 青 数 时 ,vis-traz， 
Dasa Ж G 的 唯一 的 相 邻 的 两 个 中 心 。 详 细 证 明 从 略 。 

2.1.9 证 明 £ G 是 恰好 具有 24 个 顶点 为 奇数 度 的 
ЖӨ. 则 G HEE h KARAR, Pa Bas s Pas 
EH E(G)=E(P.)UECP,)U--UECP,). 

证 , 用 数学 归纳 法 ， 由 系 2.2 知 ，G 的 每 一 个 非 末 凡 连 
通 分 支 至 少 存在 两 个 畜 BENA, i Ik= N, GRE 
一 个 非 平凡 连通 分 支 C; HATIA, CER АЙ 
Hini, Р, ӘИТ kani BRÈ, w ian 
BE, АЕА З С, WE 2.2 设 wo 是 
C, БА 1 的 顶点 ，P。 AREN, 9 之 路 , 最 给 
GE(P,)~G1， 仍 是 一 个 琳 林 ， 其 顶点 为 冶 数 度 的 个 数 
恰 为 2(r 一 1) 个 。 由 归纳 法 很 设 ， 存 在 P,Pa,… Paii 
ARARA, B SE(G,)=E(P,)U--UE(P,-,). 故我 
ФВ Pi, Pare, Pu-i, P, 路 , НЖЕ(С) 
=E(G,)UE(P.)=E(P,)U-:UE(P,-A)UECP,), ш 
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归纳 法 知 命题 成 立 。 
2.1.10 证 明 ， 正 整数 序列 (dg da, o d,) 是 树 的 
度 序 列 的 充 要 条 件 为 


Ya, =206_n. 
€= 


Ж, 一 ， 册 定理 1.1， 定 理 2.2， 结 论 是 显然 的 ， 
<, 设 正 整数 序列 (di，ds，…,，-d,) 清 中 


de=2(p 一 D， 由 练习 1.5.5 知 ， 它 是 一 个 度 序列 。 设 G 


tail 

是 这 个 度 序列 的 图 徐 中 连通 分 支 最 少 的 一 个 1. 知 a(G) 一 

?一 1， 假 如 G 不 连通 ， 则 о(Су>2, НЕРЖ АС, 

AMC, GMN, GERK, #(С)=»—а<»—1 ЖШ. С 

中 任 取 一 边 e: 一 aiol。 并 在 另 一 分 支 Cs 中 任 取 — b e,= 

в.7., ЕҢ р - 
G'=G— (si), шас, 40102,00} 


G!' 的 度 序 列 仍 为 (d1， dz, d,YE o(G')=o(G)—1,>% 
与 G йа ! 故 G 是 连通 的 ， 出 练习 2.1.5(a) 知 G 是 
树 。 从 而 (di ，d，,，…，d,) 是 树 的 度 序列 ` ` 

2.1.11 ТАЕ А 个 顶点 的 树 。 若 全 是 单 
E, B à2&, W G 中 含有 与 了 同 构 的 子 图 。 

E., 对 站 用 交纳 法 。 当 8 一 1， 了 一 天 *， 显 然 对 他 ， 出 于 
21, # a(G)21, ИИЙ G rh Т 的 同 构 子 图 。 故 h=1 
时 命题 成 立 . 今 考虑 =n( 之 1) 的 情况 . 设 了 是 一 棵 4 十 1 个 
顶点 的 树 ， 则 出 系 2.2, Жи, оЄИ(Т), de(e)= 1, 
ао ЕСТ). ET =T- ВАТЕ, ВУС.) 
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一 #。 由 归纳 假设 在 G HEET FANST, Eie 
这 同 构 对 应 下 s 与 4 相对 应 。 由 于 do(s) 之 6 之 i， 另 一 方 
НЕ РС, =T =n, ат (0) ат, (u)<n—1, 从 
而 在 V(G) 中 存在 与 六 ( 争 ,) НЯ s HPAI Ф т, + 
is i), DATER, E PST. ашн а aR 
x. 

2.1.12 А-0 CeHs 的 分 子 ， 其 中 每 一 
个 矶 原子 有 四 个 价 健 ， 氮 原子 有 一 个 价 健 ， 且 不 存在 一 串 价 
RARE. ШЫЙ. 对 于 每 一 个 正 整数 科 , 仅 当 # 一 2m 十 2 时 ， 
CumHs 才 可 能 存在 。 

证 ， 若 将 碳 、 氮 原子 置 成 项 点 ， 其 价 键 着 成 边 ， 则 
C.H, 分 子 结构 图 人 是 m 个 4 度 顶 点 ， нді Ж АКИ. i 
EXNTJ= =m+n, sa ,do 一 =т+н, HRA 2.1.108, 


á4m+n=2(m--n—1), #kn=2m-+2, 

2.1.13 „87 у i {ЛИ А, ШЫЙ. p>, 
(@=2, 3, =s, А) y >r, 20 ,. GE, 4н, А). 

Ж: энш эү», (03, 4 А) Т. 
НАР 2.2 知 ，8 一 ?一 1 一 ?十 pa 十 … 士 7 一 1， 再 出 定理 
LLH: : 

26 1 十 yz 十 … 十 ?pa 一 站 一 pi 十 202 十 398 十 … 寺 和 2 
21 一 98 二 294 十 … 十 (和 一 2)9A 十 2 
й рро, (3, 4, y А) 


2.2 HAARR- 
Ж; G 中 满足 o(G 一 2)>o(G) 的 边 e т СН 
` Bà + 


й. 

EX. ES 是 VG) 中 任 一 非 空 真子 集 , S=VNS, Ж 
GERS, 之 间 的 边 集 ， 记 为 [S， 召 ]， 称 为 GG 的 一 个 
WMR. 2 o(G—[S, 8=e(G)+1, MHES, 8] z G 
а. 

ЖХ. ЖТ жш СЮЕ, ®ПИТ=С— 
Е(Туз G h Т РЇ, 

ERI ей G BO 8009363842 е ЖЕ ст Е 
一 图 中 。 

定理 2.4 ”连通 图 是 树 的 沈 要 条 件 是 它 的 每 一 边 均 EM 
边 。 

S. 每 个 连通 图 都 有 生成 树 。 
OERS ТАЖЕН СЮЕ, e€ E(G)N 
ЕТ), 则 +e 包含 G 中 唯一 的 一 个 巴 。 

жа? 设 人 是 连通 图 G 的 生成 树 ， 令 cEE(T)， 则 
нта СИ, GiP+e G 的 唯一 的 一 
+. 

ТЕ, Bg, ЖЕРИП ЕНЕДИ, BU 出 了 
拟 阵 这 一 分 支 , 它 统一 处 理 了 轿 论 中 许多 定 迎 和 结果 .关于 拟 
阵 的 理论 可 参阅 D.J.A.Welesh 著 的 《Matroid Theory} 
(1976). 1 


2.2.1 ERG 是 森林 的 充 要 条 件 是 G 的 每 一 边 是 割 
Ж, 


Ж2.. 
E. GERREG 的 每 分 支 是 树 E GE i 
„5. 


是 割 边 。 

2.2.2 #СЖШНеЄЕ, 证 明 ， 

(a) RF С 的 每 一 个 生成 树 , 当 且 仅 当 e GNA 

5) e 不 属于 G 的 任 一 个 生成 树 ， 当 且 仅 当 e 是 GG 中 的 
环 。 ` 
WE, (a)=>, # e FR СИЮ, Ш G-e ЫШ, ШЖ 
2.4.1 在 G- 中 包含 一 生成 树 克 。 显 然 生 亦 是 G 的 生成 树 
且 不 包含 。， 这 和 假定 矛盾 。 故 e 是 如 的 割 边 。 

=. Фев СЮ, НЛС ФЛЕК A eE 
Rl Tp. 2.6, 外 -e 包 含 一 图 C， 且 eEC， 这 和 与 6 是 
割 边 矛盾 。 从 而 e 属于 G 的 每 一 个 生成 树 。 

(6) 二， 由 系 2.4.1 知 ,在 G 中 存在 生成 树 人 于， 由 假 
设 e 竺 也， 又 由 定理 2.5，? 十 e 包含 圈 С, # C B-&5 T = 
的 边 e'， 现 构造 了 ' 一 了 十 ee' ,显然 了 ' 338, НЕ(Т'! у= 
?一 1 由 练习 2.1.5(e) Ж Т' 也 是 G 的 一 棵 生成 树 且 包含 e， 
这 和 假设 矛盾 .。 故 E(e)=e, Bl e E G 中 的 环 。 

<=, e 是 @G 中 的 环 ， 显 然 由 树 的 定义 ， 它 不 可 能 属于 G 
的 任 一 生成 树 。 

2.2.3 EH, 2 G 不合 环 ， 且 恰好 有 一 村 生成 树 T, 
G=T. . 

WE, ШТ É G 的 生成 树 , Ж V(G)=V (T); жн 
e€E(G)/E(T), H GRES, e 不 是 环 ， 由 定理 2.5， 
Tte 包 食 的 图 中 必 有 另 一 边 e' ET, AAT =Т+е—е' {у 
是 G 中 的 一 棵 生成 树 ， 这 与 G 只 有 一 棵 生成 树 卫 的 假定 矛 
E, Ж E(G)=E(T), JW G=T, 

2.2.4 ЖЕ 2 G #Х# К, ШЕЙ, 


56+ 


(a) 对 G 的 每 一 分 支 再 ，Fn 妞 都 是 妃 的 生成 树 ， 

(Б) (Еу=»(С)— (С), 

证 , (a) ЮЖЕПНЖН ЕШ К, BERA H e 
生成 树 , 则 存在 eEE(H), e&E(FNH), ҢЕПН+е 
仍 为 H 上 的 森林 。 于 是 F+e 显然 是 G 上 的 琳 林 ， 且 
2(F+e)=e(F)+ 1.3 F Ж G URREA BET E. 
ЖЕГН ЖН pert 

(6) 由 (gq) 及 定理 2.2， 易 知 (5) 成 立 。“ 

2.2.5 ШИ, GEDRA rto ARRA, 

证 ， 对 于 G 是 连通 的 情况 , 即 o(G)=1 РР, Җ2.4.1, 
G 合 有 生成 树 全 ， 由 定理 2,5 对 于 e€ F(GYNE(T), THe 
中 存在 包含 的 围 C(e)， 显 然 当 езе’ EENET) W, 
Cle) А C(e')Ə(e,e' } ikC(e)2C(e').IFDLE(GYNE(TY 
中 每 一 边 e 与 Cle) 一 一 对 应 。 由 定理 2.2, a(T)=v— 1, 
TE e(G—E(T))=e—r+1, MUG REDEE 
2 一 ?十 1 个 不 同 的 图 ， 故 G 连通 时 上 述 命题 成 立 ， 对 闻 G+ 
连通 情况 ， 只 需 分 别 考虑 G 的 每 一 分 支 ， 然 后 将 各 分 Ж 所 - 
每 的 不 同 的 图 个 数 相 加 起 米 ， 见 得 结论 ， 

2.2.6 证 明 ， 

(а) EG 中 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 ， 则 G 没有 ' 害 边 。 

(0) 车 G 为 22 的 和 正则 2- 部 图 。 则 G 没有 割 边 。 

EE, (0) MERWE, £G 中 存在 割 边 e ， 取 G 一 中 食 : 
《的 一 个 端点 4 的 连通 分 支 记 为 G1， 由 G1! 申 除 4 的 度数 : 
为 奇数 外 ， 其 余 项 点 均 为 偶数 。 这 和 系 ir жЩ. 人 中 不 
СГ 

(Б) 用 反 证 法 ， 设 e 是 С, Ж сте 
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-分 支 G:， 它 仿 为 ?~ 部 图 ， 且 除 一 点 的 度 为 k— 1 外， 其 余 的 
点 的 度 仍 为 &， 该 G1 的 2- 部 顶点 数 分 期 为 失 ，n， 于 是 我 们 
有 各 一 1 一 kh#。 但 当 >2 时 ， 上 述 等 式 不 可 能 成 立 ， 矛 盾 。 
кста, 

12.7 ЖАН, СЕЕ АЯН. 


2.2.7 Ж 


Ж. (0) 图 如 中 1，2，…，6 顶点 的 地 位 是 对 称 的 。 
T, 8 两 顶点 地 位 亦 是 对 称 的 ， 且 1，2，…，6 顶点 在 生成 
ФЕТ 相连 ， 就 是 和 8 相连 。 另 外 在 同 构 意义 下 ， 不 
- 失 一 般 性 可 以 假定 67，68 在 生成 树 上 ,于 是 图 于 共有 三 个 
非 网 构 的 生成 树 ， 如 图 所 示 。 


2.2.7 (a) 
+ 5%. 


《8) 由 定理 2.3 知 ， 和 度 为 1 的 顶点 相关 联 的 边 ， 恒 在 - 
生成 树 中 。 故 G 的 非 同 构 的 生成 树 棵 数 等 于 G 中 非 同 构 的 
生成 树 棵 数 。 对 于 G' 的 非 同 构 的 生成 树 ， 易 直接 验证 仅 ШШ. 
所 示 的 二 种 。 故 G 的 非 同 构 的 生成 树 棵 数 为 2 。 


4 oo 


2.2.7 (b) 图 


12.8 设 G 连 通 ，8 是 V《G) 的 非 空 真子 集 , ШШ 
WRIS, IJH G 的 键 的 充 要 条 件 是 GES] 与 GIB3] 都 是 ЖЕ 
жю. А 
ж, Я, G—[S, 8]=G[S1UG[83, o(G—IS, 
Б] =0(6151)+9(6151). ХС, о(С)ш1, 

=>, (5, ВТЕ, e(G—[(S, BJ)=%(G)+1=2, 

(GESI) +(6181)=2, #o(G[SJ =G) = 
1, 2 
故 G[S]，G[B] 剖 是 连通 的 。 

‚<=. 9151, СЕЙТШ, o(GL[SJ)=e(GEED=1, 
e(G—LS, 8J)=e(G[SDD+e(G[8))=əo(G)+1, Ж 
E[S, BER. 

2.2.9 证 明 G 的 任 一 非 空 边 割 集 是 G ВУР 483 Ey 
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ан, 

й, BIS, TIEG 的 非 空 边 割 集 。 分 两 种 情况 证 明 如 
下 ， 

(1) эң ЖЖ, 

考虑 G[B] 的 各 连通 分 支 。 设 各 和 分支 的 顶点 集 是 H 1 
XG-H, 的 各 连通 分 支 为 Gy。 由 于 'G 连通 ,HH 与 名 分 
Ж бү, TAME, ж СТУС ТУНИ, 12.289 
(G), РСС, DIENE, BA хватил, 
X: (Се), V(G, )]= "ЦСЄ, з), H,1 
=u ТИГЕР y Is, H,J=[S, в], ё. 

(2) 5 G 2388. 

E OO a G -AEEA S (GNS, DP = 
PGOPINS,, B,=V(GYNS,. ЮН, 

IS, 8]=u[S,, 8p)=UuLS;, B,J, (+) 

3 [S,, Ва Goo 中 的 键 。 则 有 ， 

©(С\®&,1)+ю(СюрБ?Лу=ю(Сї*-—[5$,, IPD 

=0(G®)+1=2, 


e(G—IS,, B8,Tə=eo(G[S,]) +e(G[8,D 
=e(G%[S,J) небе) +e(G—V(Gt)) 
一 2 二 ofG) 一 1 一 (GD) 十 1 
BiSa DIEE G hit, ALS, Б] Gu 中 
W, MOA, ADES ITAR СЮ, JT 


也 是 G 中 两 两 不 相交 的 键 的 并 集 。 故 由 (，) 知 ， 结 论 也 成 
x. 


160: 


2.2.10 É B,, B, BER, Ci, C, ECR 是 边 
зоа), 

(а) B, А В, 是 不 相交 的 键 的 并 。 

(Б) C, ACO, 是 不 相交 的 圈 之 并 。 

(с) 对 于 任意 的 边 e,，(B1U Bi){e} 包 含 一 个 键 。 

(d) FERRA e, (CUCAN A RAAM. 

EE, (a) Ж В,=[5.,, 811, B,=[S,, 8.1, M: 

B, ABı=[S1, BS1]ALS,, 8,J=[S, AS,,S, AS,1 
救 它 是 一 个 边 割 集 。 由 练习 2.2.9 知 ， 结 论 成 立 。 

《5) 显然 子 图 Ci AC, 上 顶点 的 度 均 为 2 或 4， 由 练习 
1.7.2 知 ，C1AC RAAB Ci, HPAC: ACNE 上 
顶点 的 度 仍 为 2 或 4《 除 孤立 顶点 外 )， 如 此 继续 下 去 ， 可 得 
ВЗ С, Съ, e, С. 使 得 ， 


C, AC, = б С. 


(с) #e& B NB, 5—86, еб В,, M 
XB,UB,YN(e)ƏB,, жеЄВ, NB: MCB UBN 2 
В,АВ,, Bi(a) 64 GHR, ЖАНЕ Же, (Bı UB) 
NESA GRR. 

(d) Я#е&СҮПС,, 75—86, BESC, W 
(XC,UC,)N(e)Əc,. ` 

9 еЄС, ПС, МСС, UCAC, АС,, HOW 
它 包含 G 的 图 。 故 对 Же, (С.С, )ХМ {ен Ж G 
ж. 

2.2.11 证 明 , 若 人 包含 大 个 边 不 相交 的 生成 树 , 则 对 


+61 


УСС) ЕАЭО, Vas с, У), ВОЛЕ 分 
划 里 的 不 同 部 分 的 边 数 至 D Ж А(п—1)ж. (W.T.Tutte 
和 C.St.J.A. Nash-Williams 分 别 于 1961 年 证 明了 上 Ж 
条 件 亦 是 充分 的 )。 

Ж. 因为 任 一 个 生成 树 了 ， 均 把 这 # 个 部 分 连接 起 来 ， 
从 而 了 PEDE п—1 条 边 的 两 端点 分 属于 分 划 里 的 不 同 部 
分 。 KEARI, CHEA k TUTE ERA, kG 
中 至 少 包含 内 rs 一 1) 条 边 ， 它 的 两 端点 分 属于 分 划 里 的 不 同 
部 分 。 

2.2.12 设 S 是 "个 元 素 的 集合 ，4 一 ta，4s 
АЕ S 的 = 个 不 同 的 子 集 的 后 。 证 明 :; 存在 一 个 元 素 
IES, ERREA Uls), 4,00), 5, А.О). 
я. ` 

证 ,定义 标号 图 G UT, RIAA Ai, Ar, Au 
WA Аз, 4, 速 以 边 并 附 以 标号 a, HERH A =A; Ula 
RASA Uia). Ж H ЖС ЮЕ ЕТ A, T L(H)n H 
ЖШ Бйр. ЖЕРЕ G MSB Katik, RIEBE 
L(P)=L(G)ELSE, 对 G 市 任 一 画 C， 给 一 个 定向 ， 若 


AA, €C, A,=A,Ula), WASARA SA, RHE 


头 方向 是 С 的 某 一 定向 。 如 图 ， 接 边 的 定义 ， 显 然 十 4, 一 2 
在 C 中 必 成 对 地 由 现 ， 这 是 因为 a 蕊 An， 否 则 接 边 网 定义 
A= A. QP AFA ЗВТ, 因而， 从 4; W C 的 定向 
走 到 如 时 ， 由 A 到 Az 加 -上 去 的 sa， 必然 被 减 去 了 ， 改 C 
上 的 边 的 标号 恒 偶 数 次 由 现 。 从 而 在 C 上 除去 任何 一 £ 
ee， 有 了 IC) 一 区 C 一 。 多 次 地 应 用 这 结论 ， 由 定理 2.5 及 
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练习 2.2.4(a)， 易 知 L(P)=L(G)R3E, Bihfk32.2.4 
(8), RMA [L(G)=IL(F)I<n—1, # SNLGHEZ, 设 
xESNI(G), 则 这 x 即 为 所 求 , 事 实 上 , 若 A A 不 相 %, 
UA, As, 至 少 有 二 个 元 案 相 异 ， 故 A Ut{x},AsUtx} 仍 
相 异 ; 车 A;，Ahy 相 9, R FA = A, Ula) A,=A,U 
{a}, сЄ1(6), Тх&1(6), ax, ох 或 同时 食 于 
Ai, А, 之 中 ， 或 均 不 含 于 A, A 之 中 ， 不 管 何 种 情况 
A, Оо) A НЕН, 


J 


СА АХ. 
/ ~ 
r ' } 
` с ГА 

` - 

~ 

2.2.12 图 
2.3 Ж 点 


ЖХ. ET(G) 称 为 惠 虑 ， 如 五 (G) 能 芍 分 成 两 个 非 空子 集 
E., Е,, REGIE], GUE MARN o JARMA, 
TR, Ж G XPE B3ESR, Шо ао а 件 是 
о(С—0)>0(6), 
RRT о ИЛР, N о 是 项 点 当 且 仅 当 d(v)>>1。 
系 2.7 每 个 非 平 凡 的 无 环 连 通融， 至少 有 两 个 项 点 Ж 
AMA 
2.3.1 É С 223 的 连通 图 证明， 
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(a) # G 有 害 边 ， 则 存在 顶点 w， 使 得 o(G—5)> 
(С), 

(Б) Са), 

#E, (a) 设 e==wvEE(G) 是 G 中 的 割 边 ， 则 按 定义 
о(@—е):>ю(@)==1, k G-e 包含 2 个 分 支 G1、Gs. 出 于 
wp 之 3， 克 不 失 一 般 性 ， 可 假定 0€ G,, УСС)? 

EA 6—0=6,0(6а—0), B 6.0(6.-0)=Ф, 

故 e@(G—u)2>2>1=o(G). 

(0) RRA mA, 


DZER 


2.3.1 (b) 图 


23.2 证 明 恰 有 两 个 非 市 点 的 连通 单 图 是 一 条 路 。 

证 , # G 是 满足 条 件 的 单 图 ， 它 有 ?一 2 Кн, КС 
的 任 一 生成 树 T 也 至 少 有 ?一 2 个 割 点， 即 了 至 多 有 2 个 非 
вл. 于 是 ， 由 系 2.7 知 ,了 恰 有 2 个 非 害 点 。 由 定理 2.7 
知 ， 这 2 个 非 则 点 在 了 中 的 度 为 1 。 再 由 练习 2.1.4 知 ， 了 
是 一 条 路 。 故 G 的 任意 生成 树 都 是 路 。 这 样 的 单 图 只 有 两 
种 ,图 或 路 。 但 图 的 非 禄 点 多 二 两 个 ， 与 条 件 了 矛盾 ,于 是 @ 
只 能 是 路 。 


RETER 


2.4 Cayley 公 式 


EX, 设 eEE(G), 将 e 从 G ЗН е РОЙ АШ 
合 在 一 起 的 运算 称 为 收编 ， 经 收缩 边 e 后 所 得 的 图 记 为 Ge。 

定义 ， 记 r(G) 是 Свен ин OO НИШУ 

定理 2.8 若 e 是 G 的 杆 , Ш Y(G) 一 7(G 一 十 TCG'e)。 

定理 2.9 т(К,)=п" t, 
2.4.1 利用 定理 2.8 的 递 推 公式 , 求 Kas PERR 
жк. 

解 ， 下面 图 中 生成 衬 棵 数 象 征地 由 图 本 身 来 代表 。 且 由 
于 环 不 会 影响 生成 树 的 哥 数 ， 改 在 图 中 咯 去 。 


X 
< 中 
<<. © 


XK 
DK 
-A 


. 85- 


Ti (C I)=6:; 


=12 ， 人 人- 


所 以 T( 下 sa ) 一 6 十 3X9 十 3X12 十 12 一 81。 

2.4.2 Жен), АЕ E 
АЕ ЕЕ РА СЕЗЕ #Ш) 所 得 之 
И. ARA п 条 往 的 轮 的 生成 树 的 棵 数 表达 式 。 

解 : 令 刺 。 记 = 条 辐 的 轮 的 生成 树 的 标 数 ， 下 面 图 解 
中 ， 仍 和 原 书 中 一 样 象 征地 由 图 本 身 来 代表 其 生成 树 前 Ж 
数 ， 且 由 于 环 和 悬挂 边 不 影响 生成 树 的 棵 数 , 故 在 图 中 略 去 。 

应 用 定理 2,8 其 易 直接 验证 , W = 16;:W =45, W = 
121. 
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эщ нов 时， 可 以 证 明了 Ws 同 有 如 下 递归 关系 ， 
W.—4W.- HAW а-а И а-2220 
-下面 我 们 来 证 明 它 ， 


Уа-а | і 
< 
x 
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X-X 
Кыр 1-1 Z 
= ( | +{ J 
`> £ 
Ç 
= 1 I +2 (Wan = g} 
2 Кы 
Бар ДЫ 
П Y 
а fN ИА 
Др, 
20098,3 059 М | 
ч? aa 
= 20,1-20,5 < 
А 2$ 
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故 


А `. n ч 
„= СЕ \ ! ) 
` 3-3 


ааа б) -i } 
Gh- -3 


=4W ni dW nt Ws 
所 以 递归 关系 成 立 。 
上 壕 线 性 递归 关系 的 特征 多 项 式 及 其 因子 分 解 如 下 ， 


et) 
3 十 w 5 
4 ИГИ ) . 
一 /En 3 十 ww SY 
awa +o (0-5) 二 Co (EZEN, жш 


an=3, 4, 5 可 得 C, =—2, C,=C,=1, A 


‚ 69+ 


re 
2.4.3 mH К, 的 所 有 16 哥 生 成 


в. 
P Я M. К, лие ME 


2.4.3 成 树 如 图 ， 


3 3 3 ` 3 
2 4 2 4 2 4 z 4 
3 


AAAA 


2 4 


3 3 3 | 
2 4 2 4 2 4 2 4 
3 3 3 3 
1 1 
1 А 
2 4 2 4 2 1 £ 3 


2.4.4 证 归 ; ae RK, Rd, M z (K.—e) 
(n— 2)n" t, 
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证 ， 由 定理 2.9, +(K.,)=n""3, К, BERRYN 
n-i RLAR. ШЕ, К. 中 每 条 边 在 它 所 有 的 生成 树 
ФАН Т (п 1)" tinin) =n k, 

FRA ТСК е) =н" 2—20" = (n 2)n" 8 

2.4.5 (a) W H 2548 RBI Аре 以 R 条 边 的 
El, СЛН 的 单 底 围 。 证 明 +(H)=h" G). 

(6) i& H жш G 将 每 条 边 用 长 度 为 h 的 路 来 代 玲 得 到 
网 图 证 明 +(HI)=R''*1z(G), 

(с) ЭБУ н (К, „)=яп?"с!, 

ЖЕ, (a) G 中 每 一 标 生 成 树 计 有 * 一 1 RA, MER 边 
对 应 在 Н т ЖОРА ӨҢЕ, 故 G 中 一 棵 树 , ж Нр 
HEA k Жї, ВР т(Ну=в”-1т(С), 

(5) AG 变 到 鼠 时，G 中 的 生成 树 对 应 到 瓦 呆 并 不 
RH 的 生成 树 。 一 般 还 要 加 上 G 中 的 生成 树 所 产生 的 余 树 
中 每 边 对 应 在 H 中 的 路 上 的 一 1 条 边 , 从 & 边 中 取 & 一 1 条 
边 一 共有 名 种 取 法 ， 而 G 的 每 标 余 树 均 有 8 一 (? 一 1) 条 边 。 
从 而 G 中 的 一 标 生 成 树 ， 对 应 在 及 中 产生 &'""*1 课 不 同 
的 生成 树 . ik T(H)=k'"”tiz(G). 

(с) Kin 可 以 署 成 是 由 二 个 顶点 连 以 条 边 的 多 重 芍 
妃 的 每 边 以 一 个 长 度 为 2 的 路 代 痊 所 产生 的 图 ,从 而 击 (5)， 
(К, „)=2"7%#((Су=п?"-!, 


2.5 连接 问题 


中 的 最 个 权 生 成 树 (支撑 树 ) 称 为 最 优 笠 . 
in. 


定义 : W 


加 


Kruskal 算 法 ， 

1。 选择 一 根 杆 e: ， 使 得 w(e1) 尽 可 能 小 。 

2. #We, 6, 00, e, BZAR, WA 

Е“е,, е, се, 0s} 

ЖЕШ. 

G) Gler, er, = Gs) IHAA 

Gi) 满足 (i) 的 条 件 下 ， 使 meisi) 尽 可 能 小 的 原 则 来 
е. 

3. 当 第 2 步 不 能 再 执行 时 停 正 。 

定理 2.10 由 Kruskal 算法 构造 的 任 一 支撑 树 了 一 G 
fte，er，…，eu-1 门 部 是 最 优 树 。 

2.5.1 M Kruskal 算法 验证 图 中 所 指出 的 树 ( 粗 边 ) 实 
际 上 是 最 优 的 。 

证 : 图 中 边 标号 旁 (”) 中 的 数字 表示 边 所 赋 的 权 . 易 验 
证 粗 边 所 示 的 生成 树 了 一 GL{es,，es， Er, бз, €7,61} fE 
是 由 Kruskal 算法 ， 接 所 示 的 顺序 梅 造 出 来 的 。 故 由 定理 
2.10, T 是 2.5.1 图 的 最 优 树 。 
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2.5.2 修改 Kruskal 算法 ， 使 适用 预 求解 预先 措 定 的 - 
ERES, 用 最 小 费用 建造 一 个 连接 若干 城镇 的 网 络 ， 且 要 
ЕЕЕ ора HERBER. 

8. 设 E, 是 预先 指定 的 上 对 城镇 之 直接 连 边 的 集合 ， 
它们 是 一 定 要 建造 的 。 由 于 GLB J] 不 一定 是 无 网 的 ,我们 
ЖЕ Е, 开始 施行 Kruskal 算法 ; 但 可 在 GLEs] 的 每 个 
分 支 上 寅 用 求生 成 树 的 算法 ， 然 后 在 G 上 从 GIE JER 
森林 开 苔 使 用 Kruskal 算法 。 结 果 选 到 的 ?一 1 条 边 与 Es 
的 并 ， 就 是 这 一 问题 的 解 。 根 据 这 一 想法 ， 算 法 如 下 ， 

1 在 五 ,中 选择 一 条 本 el; 

2. ЖЕЙЙЙе,, =, ea ША E Ste er} 中 
BR ea, В Сер, +, e, eo JELEN, 

з. 当 第 2 步 不 能 继续 执行 时 ， 转 第 4 步 ， 

4. Ж“ ЕЙ ез, =, es, MAEN e, es} 中 
RR ez, 使 得 

Gi) Сел, “`, ез, Egi) ERM. 
Gi) wle Æ WEOE F ТЕМКА, 

5. 当 第 4 步 不 能 继续 执行 时 ， 停 止 。 求 出 的 ?一 1 条 
йз Е, 的 并 。 即 是 解 。 

2.5.3 玫 ruskal 算 法 能 否 用 来 ， 

(а) 在 赋 权 的 连通 图 中 求 最 大 权 树 ? 
СБ) 在 赋 权 图 中 求 最 小 权 的 极 大 宁 ? 

如 果 可 以 ， BERE? 

解 : 对 于 (c) 和 (b) 都 可 以 用 Kruskal 算法 。 具 休 用 法 : 
是， 对 (a) 有 丙种 方法 ， 

(i) 把 Kruskal 算法 中 的 “小 " 字 换 为 "大 " 字 。 
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Gi) 重新 规定 图 的 权 为 ， 


ао my 390099 
(af (充分 大 ) 当 mw(e) 一 0 
:这样 就 可 直接 用 Kruskal 算法 。 
HF), RER G 的 每 一 分 支 施行 KKruskal 算法 。 
2.5.4 证 明 ， 下 述 Kruskal 型 算法 ， 在 赋 权 连通 图 
中 未 必 求 出 最 小 权 支 撑 路 
1. 选择 一 根 杆 el ， 使 得 w(e1) 尽 可 能 小 。 
2. Же, ез, е, е, BÆ, MAEN Ie, ез. 
m, e PRA en, EE 
G) Gle, ex, =", epa 118 ЖЖ ЭР: 
Gi) 满足 (让 的 条 件 下 ,使 w(es.r1) 尽 可 能 小 。 
з. 当 第 2 步 不 能 再 执行 时 停止 。 
ЗЕ. RRA СШ. 
由 题 给 的 算法 和 不 按 该 算法 得 出 的 支 W Pi, P, З ЯД 


但 w( 了 ,)==23>>21 一 w(P,)， 说 明 题 中 给 的 算法 在 赋 权 
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连通 图 中 未 必 求 出 最 小 各 支撑 路 。 

2.5.5 ”连通 图 G 的 树 图 是 一 个 图 ， 它 的 顶点 为 G 的 生 . 
RET, Ta, =, Т. T, 5 Т, 相连 的 充 要 条 件 是 它们 
恰好 言 ?一 2 条 公共 边 。 证 明 任何 连通 图 的 树 图 都 是 连通 
的 。 

Ж. ЧЕНИ T, Т,, ЖТ, Т, ЕТЕ 
Alkid, (e, се, е,}(80—-2), 而 有 ?一 1 一 上 条 边 不 相 
М. ЛЕ е’, EE(T,) 但 e' sr1 仿 (Ts)。 从 而 T， 
十 e's+1 有 唯一 的 图 ， 圈 中 存在 esr1E E(T,), Жеб 
ET), ҢВТ,—е' + е, = ТАСЕВ, 6 
Ш, Т, h ym, ЖУТ, АВЕ 1 

ВАТ, 与 Ti+l 恰 有 ?一 2 条 公共 这 ， 在 树 图 .上 它们 
有 这 相连 。 且 Titi УТ, 的 公共 边 比 了 ; ӘТ, 的 公共 边 - 
多 了 一 条 。 再 对 了 +1 如 法 泡 制 ， 增 加 与 了 , 的 公共 边 数 ， 
总 可 达到 与 了 /只 有 一 条 不 同 边 的 树 了 +,-。-s。 相 应 地 在 . 
树 图 上 找到 了 一 条 从 了 到 了， 的 路 。 故 树 图 连通 。 

《关于 树 的 应 用 , T eN W.K.Chen 的 《Applied 
Graph Theory》(1971) 及 卢 开 注 人 图 论 及 其 应 用 )(1981)) 
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第 三 章 Ж жн 


3.1 连通 性 


定义 ; 设 G 中 顶点 子 集 矿 :三 矿 , 使 G 一 大 不 连带 所 称 И' 
СИА ВЕ, 961771 一 ， 则 称 为 К-Т. 

定义 ，#(G) 二 min{&|G 中 有 -顶点 割 集 ; GAK AG 
HEER, КОК.) 050—1, ЖС (С), ИЖ G 
是 -连通 。 

жм, к (С) = шіп [СА 6), mA G 的 边 连 
` 通 度 。 若 G 满足 Xx'《G) 之 hk， 则 称 G 是 k- 边 连通 的 。 

定理 5.1 ксн, 

(关于 连通 性 与 迷 通 度 的 综合 性 文献 ， 见 W。 Mader, 
Connectivity and edge-connectivity in, finite gra- 
phs, in Survey in Combinatorics, Edited by B. 
Bolloba's, Combridge Vniv. Press, 1979, 66—95), 


3.1.1 Са), 21658-00408, НЕ>0, E' AGH 
ARDURE, Шо(С- Е')<2, 

(у аео, Ж КЕЗЕ ВАС, R GREAT S а 
Vr  ë48o(G—V')>2, ` 

证 ，(9) 设 eE'， 则 按 定义 0((G 一 E')Ue)=1， 若 e 
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Ж6,=(6-Е') 0 e 割 边 ， 则 o(G 一 已 ' 》 一 2。 若 e 不 是 G: 
的 割 边 ， 则 of(G 一 马 ') 一 1。 故 结论 成 立 。 

(6) 对 于 任意 给 定 的 8>0, 令 G=KsV (Кү+К,+К)), 
(RV "的 定义 如 下 ,两 个 不 相交 的 图 G1 与 Gs 9 Ë G, VG; 
是 把 G1 的 每 个 顶点 与 Gs 的 每 个 顶点 连 以 边 所 得 之 图 )。 显 然 
G 是 和 -连通 的 ， 取 G 中 属于 攻 % 的 个 顶点 作为 广 *:， 则 让 
o(G—V')=3>2, 


3.1.2 证 明 ， 着 G 是 6- 边 连通 ， 则 >ik, 


证 ， 由 定理 3.1 对 G 中 任 一 顶点 mp， 有 
d (6)2262x'(G)2>k, BHEL., PÆ 
= У, dal)>h,, А 

К 

3.1.3 《〈@) 证 明 : 若 G 是 单 图 , 旦 56? 一 2, 则 % (С) = 6, 

(0) 找 一 个 单 图 G， 满足 6=? 一 3，#(G) <<6。 

解 : (9) 证 ， 当 9 一 ?一 ! 时 ，G 一 天 ， #wx(G)= sv 一 1 二 
4. 当 6 一 ?一 2 时 ， 若 wu，paEF(G) 不 相 邻 , 则 对 任意 第 三 点 
vsEV (G), Aviva, vaw EB(G)。 这 时 ,对 任意 ?一 3 
个 顶点 的 子 集 /'， 均 有 G 一 VY' 仍 连通 。 冤 %(G)>v 一 2 二 6， 
再 由 定理 3.1 即 得 x(G) 一 we 


aoa, TE 
_ jee (r=) 
K, V(K,+K,) (р>) 


AR: r=4 it, к(С)=0<д(С) = 1, кра, К... 
3 一 4 个 顶点 构成 СОЙ ПЁ. (С) <р rm 
207). 


TT > 


5.1.4 《g) 证 明 , 如 果 G 是 单 图 且 62>?/2, 则 *%'(G) 一 5。 

() 找 一 个 6 二 [9/2 一 1] 和 wr (G)< óB el 

Ш. (о) ибх, Ян’, 除去 后 把 G 分 
成 两 个 分 支 。 不 失 一 般 性 , 假定 IV(G |= 1<+s/2, m= # 
2202721, Ж 


6(1—1)2>1G(—1), W [6— (f 
—1)112>6, 另 一 方面 G1 中 每 
个 顶点 至 少 有 5 一 (1 一 1) 条 边 
- MEG: к (Су206—– (I— 

б G: 103726, FAEM., w= 

3.1.4 (a) 图 ô, 

OE Karsi ERA u, Косар o, 
连 #4、 9 一 条 边 e， 所 得 之 图 记 为 G， 即 

С= (Ко, клу UK оаа) + шю, 
其 中 EV (Kareiva), vEV (Ке, аула) 

显然 ,se 二 Ww 是 G 的 割 边 ，%'(G) 二 1， 在 ?之 6 的 条 件 下 ， 
4(G)=1G@—1D/2)—1=[s/2—1]>1=x' (G). 

3.1.5 зн, 车 G 为 满足 4 二 (? 十 一 2) 的 单 图 。 则 人 
是 各 连通 的 、 

证 ; аткан, 所 得 之 图 记 为 Gi、 
WAG >- ha> +k —2)у—(й—1)= 10-8 


+D- OGS” (G1) 一 1， 由 练习 1.6.8 


A, С, EE, ААС 是 k- ЖОШ. 
-【[ 注 j 按 定义 x (KK,)==? 一 1， 从 而 对 h=? 时 ，62>7 一 1 的 
僻 况 ， 即 G 是 KK, 的 情况 ， 要 相应 地 把 结论 中 的 sv- 连 通 换 成 
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O-N. 

3.1.6 车 G 是 3- 正 则 单 图， 则 #% 一 后 

šE, Ф 若 k 一 0, 则 G 不 连通 , 故 w: 一 0, 所 以 gf 一 %' 。 因 若 
* 二 1， 则 存在 2EV(G)，G 一 v 不 连通 ， 由 于 dalo) =3, 从 
而 至 少 存在 一 个 分 支 仅 一 条 边 和 v 相 关联 ， 显 然 这 边 为 9 的 割 
ж, #к'=1, кек", ©x=2, R9, v2 EV(G), С 
—40,, 0.) 818, С.=6—0, 0318. Шо, С.й 8 ЖН 
dailu) 3, ЖИРОЯНЕС ФЕ — 12 e, (关联 于 о.) 
使 G1 一 es 不 连通 。 另 一 方面 由 定理 3.1 н N=, Ж G 一 es 
连通 。 由 于 G1 一 es 一 《G 一 e2) 一 V1， 故 ?1 是 G 一 es ЮМ, 
且 doe-ea(04) 扎 3。 于 是 类 似 于 @ 知 ， 在 9 一 es 中 存在 一 割 边 
el， 即 (G 一 ea) 一 et 一 G 一 {e:，es}》 不 连通 ， 故 如 一 2。 所 
以 # 二 #! 。@% 二 3， 由 定理 3 11, !'=x=3, HTó=32s 
守 0， 我 们 已 穷 举 了 %! 的 一 切 可 能 情况 ， 故 综合 上 述 ， 结 论 
成 立 。 

《 注 ， 值 得 注意 ， 在 证 明 过 程 中 仅 用 到 A 委 3 这 条 件 ， 从 
ТО: А З А нене.) 7 

3.1.7 证 明 ， 若 1 m, постићи, 则 
存在 一 个 单 图 满 g. к=}, к'=т, =n, (G.Chartrand 
ЖЕ .Harary) ` 
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证 ， 我 们 用 构造 的 方法 来 证 明 。 如 图 中 的 两 个 团 表 示 两 
К,а. #1 К, EREINA, BNK as ER Нот 
个 点 ， 并 在 其 间 连 以 m 条 边 ， 使 得 左边 [个 点 ， 每 点 至 少 加 一 
: 边 ， 右 边 的 m 个 点 ， 每 点 恰好 加 一 边 。 所 得 之 图 ,满足 SH 
иж, 


3.2 Ж 


定义 ， 一 个 无 制 点 之 连通 区 称 为 所 。 

定义 ,图 G 的 -个 了 图 Ci， 它 是 所 ， 且 G 中 不 大 车 包含 
{АЖ КЕРА, ШС ECHA, 

定理 3.2 ?之 3 的 图 G 是 2- 连 通 的 充 要 条 件 是 G 鸭 任意 两 
个 顶点 都 最 少 由 两 条 内 部 不 相交 的 路 所 连通 JU 有 扑 

系 3.2,1 车 C 足 2- 连 通 的 ， 则 G 的 任意 两 个 顶点 都 在 某 
AEE. 

系 3.2.2 若 G 是 ?>3 的 块 ， 则 G 的 任意 两 条 演 都 在 每 个 
жк, Fr > эд» 


3.2.1 ЯЙ, 图 C 为 ?~- 边 连通 的 充 要 条 件 是 任意 两 点 
者 最少 由 两 条 边 不 相交 的 路 所 连通 。 

WE, <, 若 G 中 任意 两 点 都 最 少 由 两 条 这 不 相交 敬 路 所 
和 连带， 显然 对 任意 *E 巨 (G)，G-e 是 连通 的 ， 故 G 为 2- 边 连 
28, 

=>, ЖСм2-Ш, ПСЛ, GAME т, F 
Ë, G 中 每 一 顶点 至 少 属 于 一 个 块 。 这 些 块 的 顶点 数 不 少 于 
3, 且 块 与 块 之 则 以 G 中 的 荐 点 相互 连接 。 今 对 G 中 任意 两 M 
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点 8,0; Ea, ?同属 于 G 的 荣 一 块 ， 则 出 定理 3.2 知 ， 结 论 成 
立 。 若 u,v 属于 G 的 不 同 块 。 为 叙述 方便 令 sEB1，B，,*…， 
吾 s 当 v0, 其 中 块 B, 和 如 ;+1 以 割 点 04 相 互 连 接 且 ?(B4) 之 3, B 
定理 3.2 知 ， 在 B, 中 存在 两 条 由 sw 到 ?01 的 不 相交 的 路 PL， 
Pias #EB,G=2, 3, e, +4 一 1) 中 存在 两 条 出 v4 -3: 到 o, 的 
不 相交 的 路 Prt， 了 ss; 在 Bs 中 存在 两 多 由 vs-1 到 0 的 不 相交 
的 路 Pi， 了 ,ss。 于 是 我 们 找到 了 两 条 出 s 到 0 的 边 不 相交 的 
路 如 下 ,Pit Pas U…UP。 和 PiyUPs UP, 
3.2.2 举例 来 证 明和 营 P 足 一 条 2- 连通 图 中 的 《#，?)~ 
路 ， 则 CG 来 必 人 包含 另 一 条 与 已 内 部 不 相交 的 (4a，o)- 路 QQ。 
R: 如 下 页 图 示 它 是 2- 连 通 图 。P 路 为 ux*yv， 则 图 中 
无 与 P ARREN, 90)- 路 了 。 . 
3.2.3 ШВ, ЗСАВЕВ, U GHR А К, Ж 
奇 图 。 
证 ，G 因 无 偶 轿 ， 必 无 孤立 点 和 重 边 ， 故 1 点 的 块 是 1- 
狗 ,2 点 的 块 是 扩 ,。 于 是 命题 只 需 对 G 中 多 于 两 点 的 2~ 连 通 决 
В, ШАЯ. 3.2.241, BHAE, ЖС B HI 
Л, сє (С), ЖС 外 还 存在 8 中 之 顶点 a， 则 由 系 3.2.2 
A, ВФЕ ес, аис, аан, B й 
两 个 方向 前 进 ， 它 们 惜 与 C 相 交 ， 设 和 C 相交 的 第 一 个 交 点 
分 别 记 为 s，v， 如 图 。 由 条 件 C 是 奇 图 ， 故 4-c-v，4-b-0 路 
中 有 一 条 衣 数 长 的 路 ， 另 一 条 是 偶数 长 路 ， 故 不 论 s-a-v 路 
长 度 奇 偶 性 如 何 ,n-c-0-o~#，4-6-0~a-4, 二 图 中 恒 有 一 个 是 
偶 图 ， 这 和 假设 矛盾 ， 故 C 外 不 存在 总 中 之 顶点 6， 即 C pa _ 
了 如 的 所 有 了 顶点。 类似 可 证 ， 召 中 若 存在 e 边 不 在 C 上 ， 则 Fk 
ЖКН В ЁН ЫЕ, ЖВ=С, 
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3.2.2 图 3.2.3 图 

3.2.4 ШИ, -TERHERE G, 2DE EAT 
扎 ， 它 们 仅 包含 G 的 一 个 他 点 。 

Ш, 当 G 仅 有 一 个 割 点 时 ， 结 论 显然 。 当 C 的 割 点 个 数 
写 2 时 ， 考 处 G 中 以 割 点 为 两 端点 的 最 长 路 P。 EBE G rh 
卫 的 端点 但 不 会 P 的 边 的 块 ， 则 8 一 定 是 仪 信 一 个 割 点 的 块 ， 
否 册 就 和 忆 是 最 长 路 矛盾 。 册 于 忆 有 两 个 端点 ， 故 G 中 至 少 存 
在 两 个 仅 含 一 个 割 点 的 块 。 

3.2.5 车 b(v) 表 示 G 中 售 v 的 块 的 块 数 。 EA, G 的 块 
RSF o+ Y (0)—1). 


ШЕ. 先 考 虑 G 是 连通 的 情况 ,对 CG 中 的 割 点 数 z 用 归纳 法 。 
由于 对 G 的 非 基 点 p，b(p) 一 1, 即 扩 o) 一 1 一 0, 故 对 9 一 0 时， 
GOREH У СЫ) 1) а Власа (р>) 


wer 
竺 命题 成 立 ， 对 #4 二 十 1 的 情况 ， 任 取 G 的 一 个 割 点 8， 可 将 
所 分 解 为 连通 子 图 Gi， 使 得 在 Gt 中 不 是 割 点 ，a 又 是 Gs 的 
唯一 公共 点 。 这 样 ， 每 一 G, ， 有 上 且 只 有 一 个 块 含 有 a, 着 这 
EGRA rT, 则 bla) 二 r， Ж С, ИЛЕ СЕИ, 
B. G, BUAR 人 1h。 故 由 归纳 法 假设 С, ШОЛАНЫ 
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1+ Ў ®ю-лу@=з, 2, ~, е), 这 里 be(v) 是 Ge 中 
vera) ` 
会 0 的 块 的 块 数 ， 注 意 到 G4 中 异 于 4 的 s，b(v)~=be (о), 1 
三 每 一 个 Gi 中 均 为 非 剧 点 ， 故 8 (a) =1G=1, 2, =+, r). 
于 是 Gs DRE i+ 》 GG)-1, G=, 2,0). 
"йо 


将 它们 全 部 加 起 来 即 得 @ 的 块 数 为 
r+} Y о-о Y @®-1). 


бт. оета, verto) 


ня, М, нео МАЗ, R 
ЕИО З LAER, ARNI ЕСО ОВ 
ot у) (0)—1). анх, 


vera) 

3.2.68 5С5— 02-0828, X, YEV PTHXFA, 
征 每 个 蛮 少 包 售 丙 个 顶点 。 证 明 G 含 不 相交 路 已 和 QQ， 使 得 ; 
G)P QS ST X: GP, О@%дОШ TY, (НОР, 
ОЮ РЗ 3 R iRFX UY. 

证 ， 由 @ 加 上 一 点 Y， 仅 和 互 中 一 切 点 相连 ， 再 加 上 一 点 
3, 仅 和 Y 中 一 切 点 相连 ,所 得 之 图 记 为 G*。 由 假设 |X 22, 
I| 关 2 , 故 易 直接 验证 G* 仍 为 2- 连 道 图 ， 对 %、y 在 G* 中 应 用 
定理 3.2， 我 们 得 到 两 条 起 点 为 x、 终 点 为 ?、 内 部 不 相交 的 
Ре. Qt 由 x 出 发 沿 P* 走 向 y 的 过程 中 ，P* 中 最 后 一 个 
ETXA, RAE ARAPE, I g 
一 个 属于 了 的 顶点 记 为 yl, 令 忆 中 一 自 (2:，?1) - 0 Р. 
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类 似 地 在 Q* 中 可 以 找到 一 条 (x3，y2)- 路 Q, K h x,€ X, 
ys EF。 由 P*，Q* 的 内 部 不 相交 ， 推 知 卫 ,Q9 ЖХ, ЖР, 
ОВАР, 

3.2.7 一 个 非 空 图 G， 满 足 对 任意 的 边 e，#(G 一 到 
#(G) 时 ， 称 G к-К. 
Са), 每 个 x 临界 的 2- 连 通 图 恒 有 一 个 度 为 2 的 顶 
ARH, ` 

(R. Halin 196927 Аи. erR ke 
连通 图 恒 有 一 个 度 为 8 的 顶点 ，) 

(6) 证 明 ， 若 G 是 一 个 *- 俐 界 2- 连 通 图 ， 且 ? 守 4， 则 ес 
2r—4., 

[#1 本 十 中 的 2- 迷 是 定义 是 指 k{G)=2。 

WE. (0) 对 = 用 归纳 法 . 当 * 一 3 时 ,G 只 能 是 3- 轿 Ce, 它 
有 2 度 顶 点 ， 命 是 成立 。 归 纳 设 e 一 m 时 ， 命 题 成 立 。 对 于 8 二 
mm 十 1 的 情况 ， 任 取 一 边 e: 一 pigs ,首先 我 们 证 明 Ge, 
ER, EXE, EG е, Жр», Wo RER el 收缩 后 
所 成 之 顶点 ， 于 是 to: ,pz} 是 G 的 2- 顶 点 割 集 。 若 g 忆 分 属 
ЯС. e, 的 不 同 块 中 ， 财 由 定理 3.2， 在 G 中 存在 两 条 内 部 不 
交 的 (4，9)- 路 ,分 别 经 过 v1 和 v2， 又 由 定理 3.2，G 一 ei 仍然 
是 2- 连 通 的 ， 这 和 G 是 x 临界 的 ， 蔬 盾 ! 下 分 两 种 情况 证 明 ， 

G) EG .ei 是 临界 块 。 由 2(G， eam RENARE 
:人 Ge 具有 一 个 度 为 ?的 顶点 pe。 若 we 不 是 ei 收 绾 后 之 顶点 ， 
显然 它 在 G 中 的 度 仍 为 2 Hwt ei 收 缩 后 所 成 之 顶 皮 ， 则 . 
vi, D2 在 G 中 只 能 是 度 为 2 的 顶点 。 故 此 时 命题 成 立 。 

(2) # G .el 不 是 临界 块 。 存 在 ezE E(G - e,) ## # 
(С el) 一 ea 仍 是 一 个 块 , 另 一 方面 由 人 的 %- 痢 界 性 知 ,G 一 ea 
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是 1- 连 通 的 ， 存 在 割 点 。 但 (G 一 es] ,et=(G.ei) 一 sa， 是 
块 。 有 基点 的 图 G 一 es 收缩 边 e1 后 没有 割 点 了 ， 这 被 收缩 的 
бе ПС. НЬ. Ше й о Ge, h 度 为 
1， 由 于 G 是 2- 连 通 的 ， 故 ea 在 G 中 必需 和 bi 相关 联 。 于 是 有 _ 
delv1) 二 2。 故 这 情况 下 ,命题 也 成 立 。 

(Б) 对 ?进行 归纳 法 ， 对» 二 4，G 只 能 是 C4,8 (C.)=4, 
满足 z 一 22 一 4， 命 题 成 立 ， 假 如 ?< 时 ，s<2o 一 4 成 立 。 现 
考虑 ?十 1 的 情况 ， 由 (a) 知 G 中 存在 一 个 顶点 0。，da(v0》 
二 2， 和 ?0 关联 的 两 边 记 为 e1/，es， 车 Ge1 是 郊 界 块 ， 则 由 
ве Ge 2(9—1)—4, (6) =е(С-е;) +1 
2r—5<27—4, Ge PERERA, BAA e EEG e), 
《Ge1) 一 es 是 块 ， 车 es 汪 es， 则 由 (Ge1) 一 es 是 抉 推 之 G 一 
es 亦 是 块 ， 这 和 G 吓 临界 的 假设 予 振 ， 故 es=ea， 妈 (Gel》 
一 2 是 块 。 著 (G.ei) 一 es 不 临界 ， 则 存在 evE Е, ((G.e,) 
=e} =e = (Gv) -e RR hiie G-a TER, XX 
СЕ ИВ ЈА, Се) 一 es 是 临界 块 。 按 归纳 法 
假设 ,8((G.er) 一 es) 2(v 一 1) 一 4。 所 以 e(G)=e((G.e) 
—е;)+2<2>»—4, 

3.2.8 给 出 一 个 求 图 的 块 的 好 算法 。 . 

N. ЖЕСЕ fE —2ERSMF, НИИ Ше, ЖЕ 
+ єй =, А C, Care, Carr- ЕЕ, 
《这 些 都 有 好 算法 )。 在 此 基础 上 ， 我 们 注意 到 ， 两 个 图 (或 
一 个 圈 与 一 个 坪 ) 若 有 多 于 1 个 公共 点 ， 则 它们 属于 间 一 块 。 
此 外 , WEE SA, G 的 任 一 割 边 不 会 于 任何 圈 中 , 县 它们 
都 是 G 的 块 。 基 于 这 些 道理 ， 可 得 如 下 求 图 G 的 块 的 好 算 
iË, 
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1. 令 s=1, t=1, р=е—>+@, 

2. #р>о, ЖЛ С, C,, e, С; 否则 ， 转 第 4 
步 。 

3. #IW(C.nV(C..,)|>1, #C,—C.,UC,. E 
беф, e, р—1, ФС,—Сү,,, pe 一 p 一 1 转 第 4 步 ， 
ЖИ, ttti, RESP. 

4. 若 *<<p， 仿 1 一 1， 转 第 3 步 ， 再 则 , 停 (这 时 Ci…， 
Co 与 1E\IC ，…，Cp)} 中 的 每 一 没 都 是 G 的 块 )。 

5. 若 * 十 fSp 转 第 3 步 ， WU, ses+1, HRF, 

本 算法 除了 求 图 C,，…，C,-。*e 有 好 算法 外 ， 计 算 m 
.比较 C。 与 C,+ 的 顶点 导 找 它们 的 公共 点 的 运 
算 中 ， 这 些 运 算 不 超出 22(e 一 ?十 oO) 次 ， 故 是 好 算法 ， 

3.2.0 ?六 3 的 无 环 图 人 ， 且 9321， 则 下 面 陈述 是 等 价 
的 ， 

а) G 是 块 ， 即 G 是 2 连通 图 ， 

(2) G 的 任意 两 个 顶点 在 某 个 图 上 ， 即 G 的 任意 两 个 顶 
点 至 少 有 两 条 内 部 不 相交 的 路 连通 ， 

(3) G 的 任 一 个 顶点 和 任 一 条 边 在 某 个 图 上 ; 

(4) G 的 任意 两 这 在 某 个 图 上 ; - 

(5) @ 的 任意 两 个 顶点 4 ，z 及 任 一 边 e， 总 存在 连接 4，? 
且 过 e 的 路 : 

(в) G 的 任意 三 个 顶点 ,总 存在 连接 其 中 任意 两 个 顶点 、 
并 且 通 过 第 三 个 顶点 的 路 ; 

(7) G 的 任意 三 个 顶点 ,总 存在 连接 其 中 任意 两 个 顶点 、 
并 且 不 过 第 三 顶点 的 路 。 

证 ，(1) 一 > (2)， 即 定理 3.2; 
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(2) 一 > G), 令 s 是 任 一 顶点 ,vw 是 任 一 边 ,由 (2)， 存 存 
Bgas, vB., #wEC, ШС або, ш)- Вен М 
REC, шарж, #m&C, HOJA, оа С.й 
存在 不 过 点 的 Cu，z)~ 路 己 ， 设 * 是 骨 w 央 发、 沿 P 前 进 、 与 
C 相 交 的 第 一 个 顶点 ， Сф айу (о, я)- В.Р Ga, x)— 
+оо С", MANR. _ 、 

(8) = G), Жо) = (OES 

(4) 一 > (5)， 易 见 (4) => (3), $u, 是 任意 两 个 顶 

点 ，e 是 任意 一 条 边 ， 让 (入 存在 Ci Ba 分 别 包含 4、e 及 v、 
е. #u€ С,» Сү, (БУЙ аша, EC, 
前 进 。 到 这, 与 Cs 的 第 一 个 交点 ， AREG E евил я 
Жа, 即 为 所 求 之 路 ыз 

G) => (6), us, ЭҤЕР. =k йл. + 
TR.. 。 是 w 的 关联 兆 ， анкени, 从 -路 ， aus 
нш; ЕЯ Е 

(в) =>, (1), Вазов ЕВЕ йн, ўы Ей» 
боба. ш)-ЮР, ШР (а, ө), yis, Kap iss 
路 ， 


G)= (), 对 G 中 住 六 所 顶点 a ожидая, 
由 Q) 知 ， 在 G~w 中 存在 (4,2)- 路 ， 即 Gu ЖЫШ. NRG 是 
2- 连 通 的 。 

CREANT 2- ETAGE, нз жанд, 

. T. Tutte 在 Табар. Math, Soc, 18 (963) 和 卫 . 
N Slater #1. Combin ,-Theory 1(1966) 上 分 别 给 出 它 
们 的 构造 特征 。 对 m- 连 通 图 的 特征 ， 除 原 书 上 已 指骨 的 Me 
nger 定 理 外 , L. Lova'sz 在 Acta Math.. Acad, Sei, 
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Hangar, 30(1977) 和 EE, Gy6ri 在 Combinatorics(1978)》 
得 到 肇 划 mw- 连通 图 的 非常 精致 的 定理 如 下 ， 

“GE -连通 的 ， 当 且 仪 当 在 这 (G) 中 任 取 n 个 不 同 的 顶 
Жо, G=1, 2, 8) 及 ?(G) 的 任意 正 整数 划分 ms G=1, 2, 
m, ву, ДЕР СВУ АТАНУ, (1,2,6, п) 使 得 对 于 
每 个 iE (1, 2, e, про €V e Wail =m НСТУ, Ж 
860. "). I 


3.3 可 靠 通讯 网 络 的 构造 


车 用 图 表示 网络， 图 的 连通 度 可 解释 为 ,网络 中 某 些 通 
讯 站 受 琶 坏 就 会 吉 坏 整个 网 络 系统 的 通 诬 业务 的 最 少 站 款 。 
改 可 靠 遗 讯 网 绍 的 最 经 济 构造 的 数学 檬 型 可 抽象 为 ， 对 给 定 
的 正 整 数 ,在 赋 权 图 上 确定 一 个 最 小 权 的 刀 -连通 的 生成 子 
图 ， 这 种 问题 的 一 般 情 况 尚未 解决 。 

对 于 个 项 点 上 每 边 赋 权 为 1 的 完 玫 图 ， 求 妨 可 能 少 的 边 
的 中 -连通 图 ， 已 为 F.Haraiy mR, BATA EA 
最 少 边 数 f(m， 休 的 m- 连 通 图 吾 。," 的 构造 法 ， 并 证 明了 
fin, п) + (тп/2}. 

Н.Н, 

1. дие 是 偶数 时 ， 百 sr 有 项 点 0,1，…n 一 1; 两 顶 
点 宇和 j 连 以 边 ， 当 且 仅 当 ir 和 j<i 十 r 这 里 取 模 ?加 法 ) 。 

2. тј, n EARN, Hory Ste F, Ж 
ФЕН... nn, REMETE STR + i/y ЯНЕ 
Сту), 

3. Sm mAAR, Herin ЙЕ F, AE 
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百 * ,a 然后 洪 加 边 ， 这 些 边 把 顶点 09 连 到 顶点 (4 一 1)/2 和 
《nm 十 1)/2， 并 把 顶点 1 连 到 顶点 i 二 (n+ DD/2QSi< (n—1)/ 
2). 


3.3.1 EHH, nært -Em 

证 : RENH, n 不 存在 少 于 2r 十 1 个 顶点 的 顶 
点 割 集 , 设 广 是 一 个 族 直 之 2r 十 1 的 任 一 顶点 子 集 . 分 两 种 
情形 : ` 

(1 Зр ом, ЮЖ БЕУ TE НН, ,的 
顶点 割 集 ， 自 然 也 不 是 在 于 2， „Елана 
юж. 

(2) з [Р] =2r; RV SHar., UTAMA i, ЛЕ 
ЖН, ОКК, 考察 顶点 集合 


和 S={bitl, jl, j 
'T={j jtt, i} 


OESE, E-A идо, иен... 
一 三 中 存在 从 六 -路 ， 矛 盾 1 А 

© ж55Т ГИ Hri 

1. ЖТ, 和 一 个 (此 如 8 中 вета 
AERE, BENV HEEG, j- ЭП © 

2. 车 $ 与 中 ， V rA аза вн, М 
SNV' 被 分 为 两 段 ， 例 的 记 S1， 含 j 的 记 Ss TNI" 
BEDIER, TIOBI ,会 /的 记 和 ss。 这 样 一 来 ，F NA 
ЖАВ. 5.07, ki, SUT: ај. 这 两 正本 身 是 连通 
的 ， 瑟 会 i 栅 的 中 间 一 点 (或 最 靠近 中 间 的 一 点 Ji. 与 会 j 段 


(这 里 加 法 取 模 m9) 
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HARA J ME: 


fetz (Ж) 
j=, 
(аа (ојна) 


赦 有 边 相连 。 于 是 在 Ну, V RAR Geu ios ja, 
=, D, Яа бш 2 

3.3.2 证 明 : КОР, о) = Haram, 

证 :由 于 及 mw, „т-а, ВСН, pom ШЕ 
жїз, #m<x(H,...)< (Ha J)<m, ШЕ, . 

3.3.3 作 一 个 具有 9 个 顶点 和 23 条 边 的 图 ， 使 它 是 5- 连 
фы, дар Ез. (С) НИН sgp ` 

ж. EH, hi (0.483538, A (йй, MAR 
ж, ESH. 6 如 图 。， 


сд 
3,3,3 图 КА 5.9 N 


AARI. ШЕЙЛЕ, ЯНА ВТЕ E 5- Ж 
2680, - 


2900 + 


SUS H, s 同 构 ， 则 在 周 构 对 应 下 ， 必 须 保持 对 应 点 - 
的 度数 及 孝 接 性 。 于 是 必 有 ;，， ` 

10, {5 7) 全 33,6}， 但 5 gT 间 有 边 相 连 ， 而 3 与 
6 不 相 邻 。 矛 居 ! RESH o ЖЕЙ 

3.3.4 пй луп ЭЛЕ Ж НФ, 边 的 最 少 可 能 数目 
记 为 9g(m， n) ,证 明 ; зб, Ө={та/3), -对 一 切 m>1 和 1#>>- 
w Й 

证 ， 由 定理 3.1， хтон, 有 m<5(CG) .再 
RERI, e(G)= Zd(6)/22n6ó/222mn/2, A г RENY 
Ж, #@e(G)2(ma/2). Р аСт, п);=®{тп/2}. 

#m<n, ИН 33.3.2, к'(Ны,„)=т, 
el(Ha, „у= mn/2) ， 改 ?个 预 点 的 mm- 边 连通 图 中 的 最 小 可 能 
#9398%g(m, n)< mn/2) , 

Emen, M) 3 ЗЕ Ауе (<п){#{ }фт=Ё(п—1)-Ег, 
EEH ma, ЛЕН, "上 的 任 两 顶点 问 外 加 8& 重 边 所 成 之 
E, RAH m ,是 4 个 顶点 的 mi- 边 连通 图 ， 且 F (H: na) 
{mn/2}， 才 这 时 也 有 glm,m) 志 {mn/2}。 于 是 , g (m.n) = 
{тв/2). 

3.3.5 对 一 切 ?之 5， 求 一 个 直径 为 2， 且 ?一 22? 一 5 的 2 一 
连通 图 。 

(U. S, R. Murty, 1969 年 已 经 证 明 ,每 个 这 样 的 图 - 
至 少 有 这 么 多 的 边 )。 

ж. ША, 
显然 此 图 直径 为 2， 且 6 一 2(? 一 4 十 3 一 2 一 5， 无 割 点 ， 故 - 
MEER, 


. өг 
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第 四 章 Euler 游 历 和 


Hamilton [8] 


4.1 Euler 游 历 


ЖХ. С 中 Euler 次 ,是 G 中 的 一 条 取 G 中 所 有 边 的 
б. О Euler 迹 称 为 G 中 的 Euler 游历 . 存在 Euler 游 
历 的 图 称 为 Eeler IR. 

RRI 非 空 连通 图 是 Euler 图 的 充 要 条 件 是 它 不 会 
ERRONDA, 

N. . 连通 图 具有 Eor ANANKE GRESE 
KAERRA. 。 ， 

алл 44. WFE Pb АЕ ЖВНЕ ТЕРЧИЛ. 
过 一 次 的 条 件 下 画 出 来 呢 ? 
‚ 解 ， 由 定理 4.1 和 系 4.1 йб), уа ай, 而 
《2) 图 的 奇数 度 项 点 (用 表示 ) 为 四 个 ， 故 不 可 能 一 笔 轴 出 
ж. 


4.1.2 如果 可 能 的 话 。 画 一 个 ”为 个 数 ,-e 为 次 数 的 
Euler 图 G， 否 则 说 明 为 何不 存在 这 种 图 。 | 
Ж. 在 图 C 上 某 一 顶点 加 上 上 2—> 个 环 ， 所 成 之 图 ， 


+ 93 ， 


а) е ` КА 
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EAKR, ЖЯ, TAEA, БИ дар, ВХ 
偶数 个 顶点 的 度 能 被 4 效 尽 的 Buler 图 是 不 存在 的 。 

4.1.3 证 明 ; # сж Euler M; WG аре Bukas 
Euler É, 

ж. 2 B E G 的 块 ， 任 取 G 中 一 FEL 0) С, з 
Вт BR. WF CS. С RS mit САГИ ЛЕ 
EFB, жяженн- ваша BH, ИЖ ЮЕ 
实 后 ， 我 们 将 C 中 属于 B АК psk, SUB El SI 
s Bf, 我 们 得 到 的 就 是 号 上 的 一 个 Enler Ф, жака 
Esler, 

4.1.4 证 明 ， ЖС 没有 奇数 度 的 交点 ， 则 全 中 符 在 边 
KAZHE Ci, Ca, >, Cn EGE UË) 
i UE CCa). ü Ei 

E, 将 G 中 孤立 点 除去 后 的 图 记 G:， 则 G: 也 无 奇数 度 
点 B 5(GB 六 2， 由 练习 1.7.2，G: 有 一 个 枚 i; 在 图 
GCI 中 去 孤立 点 ， 得 图 Ga， 显 然 G; PETRER H 
5(Gs) 之 2， БН 1.7.2, G, 中 С, ---, 如 此 


E: 


直至 G, ФЖС. B С„—С„&5 W 3 AHE, 于 是 
ECGYJ=E(C UË U UEa). 

4.1.5 ”证明 EGEE, 且 有 зо 个 奇数 度 顶 点 ， 
则 G 有 上 条 边 不 相交 的 迹 Qi，Q:，…，Qx 使 得 E(G)= 
ECQDUEQ)U UE). ` 

E 03, nr, тэ, Uas Daris te оь 5С DR 
ЖЕЛ, 在 of 和 ve AEUR G=, а, 
в), MEZERA Сч, Саид, Жон 
G 连通 ，G* 也 连通 ， ает а. жЕ БЕ аот 
5 С*, жан Се eG, 2, г, В), ЙГЕ 
解 成 条 边 不 相交 的 这 Q, G=1, 2, +=, 局; в E(Gy 
=E(Q,)U--UE(Q). ; 

4.1.6 G RADER0 Eplef 图 ， Bog, ДЕЙ. 
G 中 起 点 为 = 的 每 一 条 迹 杀 以 延长 成 G 的 Euler Ë 550036; 
要 条 件 是 G-u 是 森林 。 б £ Ore) 

E, =; #1 б-о B C, Nje G =G—E (С) 包 
会 ， 的 分 支 H, ва 4а самы. jas, 
MT СИА ЕЛЕЕ, @ H й Rate m. 
ЖТ Av 为 起 点 为 终点 的 H й Eur Ж, TTS 
C 边 不 相交 ， 且 和 о ЗШЕ Т, HATE REK 
成 如 上 的 二 条 Euler ж. Б жє 
#, 
` <=, R=, шу -AREER G hEr 
йв, BUR Q Pitu w 500, BOBA TMe 
关联 的 所 有 的 边 ，Q 是 一 条 闭 迹 ,于 是 有 G—s2G—Q, B. 
с-ми Аа Оез 
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> Euler ËI, 即 G— Q 的 每 一 个 分 支 都 含 加 。 这 与 G— eE 
КОЕНА, СНД e 为 起 点 的 每 一 条 Ж 可 以 延 
长 成 G 中 的 一 条 Euler 游历 。 


4.2 Hamilton W 


EX G 中 包含 所 有 项 点 的 路 入 为 Hamilton 88, G 中 
«m Hamilton 路 称 为 Homilton 8, 若 G 含有 Hamilton 
Ei G 5 НотіНоп W. г 

定理 4.2 G E Hamilton 图 ， 则 对 每 个 非 空子 集 Sc 
Y, жй o (G— S<. дс) Es] 

M.I (G.A.Didac 1982); G 县 ?之 3 的 单 图 ， 
且 62z9/2, 则 G 是 Hamilton 图 六 :和 18 | 


定理 4.4 МС E Hamilton {ЖШ 条 件 жс 
Tit, С(С) ж Hamilton H, 


жад 对 ?之 3 的 单 图 G， ж C(G) 是 完备 的 ， UGE 
Hamilton 图 。 


定理 4.5 单 图 G АДЕКА, da, © i, de) di 
d < <d,, r23, 假若 不 存在 m<p12， жий аси, 
Md, -n<v=m, N G Æ Hamiltont, 


жїз EGE s>”, t B ш, мсж 
Hamilton 图 ,而 也 er( АЙЕ Hamiltont ARA 
С.С... XE Can =KaV (K+K a-ge), 


Галл йй, E (a) G 不 是 3 连通 的 ， 或 (的 G 是 二 


IB 


зр. нева 3y(x.Y) 有 sm 则 G 是 非 Ha~ 
kasq А 
уж GREED, NG 不 过 通 或 存在 жд 
Е 有 а тот 由 定理 4.2 知 G 是 非 Hamilton W, 
(b) EG RLRE, HUHHAY), НІХ <, ME 
o(G-X)=F>X, RER 4.2 А С ЗЕ Натіноп m, 
422 一 只 老鼠 吃 3 X 3 X 3 立方 体 的 я, ЖЛЕ 
是 供 肋 于 打 洞 通过 所 有 的 27 个 1X1X1 子 立方 体 。 如 , 果 E 
在 二 个 角 上 开始 ， 然 后 依次 走向 未 吃 的 立方 体 ， 癌 官 吃 宏 肝 
能 理 答 在 立方 体 的 中 心 ? _ 
解 ， 我 们 构 作 图 G， 其 顶点 为 X14X1 移 子 立方 体 ， 当 
县 仅 当 两 子 空 方 体育 公共 面 时 ， 对 底 的 其 顶点 相连 以 边 。 容 
易 夏 出 会 是 一 个 2- 部 图 ， 其 划分 为 (站 ,了 )。 若 角 上 一 池 立 
方 你 对 应 的 点 属于 x, авон E 
FY. SERRI и, =з, WAX 中 的 一 T 825 
起 点 ,了 中 的 顶点 为 终点 的 Hamilton Ж PLA 存在 。 否 
则 ， 起 点 与 终点 连 一 条 这 是 个 Hamilten W, 534.21 
ЫА с ЧИ 
4.2.5.098, # G Hamilton B, ШЕ V s~ 
个 真子 集 ， Ж o(G—S)<IS|+ 1, ге 
证 , g C 是 G 中 的 -条 Hamilton В, 于 是 有 we- 
HLCS H 
402.0 设 бя, dz, а.) ЗЕЛА 
Ю, Ина. ШД, Ет СРН 1), 
CRE дт Ж („ы <»—т, ll) G 有 Hamilton, 
(V.Chva’ tai) 


„өт, 


证 ;对 G N A hin e, РС 中 每 一 TW 点 项 要 
和 连 。 所 得 之 图 记 为 G'， 于 是 G' 的 度 序 列 为 (di 十 1,di 竺 
，d, 十 1,，?)， 由 已 知 条 件 可 知 ， 不 存在 m 之 (9 十 地 /2， 
它 满足 ат а, рт, 即 不 存在 т<(9+1)/2, 
ER E dma Ст а, ао 19 т 1 о (>i) m, H 
定理 4.5 知 ，G' 中 含有 Hamilton В ë, К О-о © 
中 的 Hamilton р, ` 
4.2.5 (0) G 为 度 序列 (dl，dz，…， 4р, 
В С" ЕКА, di, dA hK d, 
did Led, 证 明 ， 若 对 一 切 的 ms/2,. эн а> 
da, WJ С Ж Hamilton 路 。 - с, щщ 
® Ш, ЖС жа, ШС ж Hamiltos в. 
СС..1.С ар 
ЧЕ, (a) B G 5 G° а жн иеле яннан bi ж 
date )=d,, 460 Edr. И 
ЖЕЕ m< (руе? ВНЕ Чат 和 d; ана Coi, 
由 假定 M, Ad ndam, AA dromon F 
Ж 9—10, 1) + 4 Crim eh E 
5, F ATARE fE El m. 由 =s FAGA 
Hamilton 路 。 ож ү 
у 5 GEG; 则 жаана, р) Др, 而 
《gs) 的 条 件 满足 ， 所 以 G 有 Hamilton ‚0—2 (Q 
4.2.6 iG E — 42-8, KUPA, Y), Н 
Чр >з САЖ A drdi; dr), Ва 
паз, ШЕВА, 若 不 存在 тсә Ја, ВСЕ бст, 和 
dr <912—т, W| G Ж Hamilton В. 
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E. 在 个 中 加 入 新 的 边 构 作 一 新 图 G', $E G” СХ) 
是 完 侈 图。 为 了 报 述 方便 , 设 在 G 中 了 的 顶点 度 序 列 为 
(dlui), day), s dai ), В.а) dn) >: < 
dl(ozm) , 邓 中 的 顶点 的 度 序 到 为 (d (0н) боз) у, don), 
且 d(v1)<d(o,)<<…&dbvws )。 它 们 合并 起 来 的 度 序列 是 
《di，ds，…,d,), 于 是 对 于 G 的 度 序列 显然 是 将 平 情况 ;，， 
(4), 4б), o, d(u,a), буе јата, б) 
12—100 уд Ф) абл. 
++, dr), ПАНЧ НО, LD жын тесеу, 有 
а= (п) <m, dr-m т, ае [2— т, 0, ыз 
а(0,-ж)- 912—190 т, 40-9) 2—1, а T 
十 (?12 一 加 一?/2， 知 非 降 皮 列 (di ，…，dv) 中 至 少 有 2/2 
а,» —m, = ВУ Е СОН Жану, 这 
SBREMTE. (2) REE о/а стру е фан) 
т, d'-a crm, Ç b=v/2—m<*s/4, WJ dln т Ж B 
(ау 670—8, а-а Фоа дд 1 00р 
9/29/26. РЫБ 0/2) 9/2, ЛЕ 
G 中 有 da 9/06, АННАН POR E RS ЫВ 
ЖЭЙ, RAO), CYA, FEE mAN ARRE Чил, ` 
好 -mw<y 一 由 。 故 由 定理 4.5 0, С' 是 Hamilton 8, È c 
是 G' 中 的 Hamilton H, C 中 一 е жас” Суфй, 这 
ARABS G (X68938 eR, MEERA К, ЭР E e 
再 端 点 合并 成 一 个 新 正点， 这 过 程 一 直 进 行列 不 A G'(X3 
的 边 为 止 。 最 后 C 变 成 C*，G' 变 НАС", BRG Mid 
部 图 ， 且 划分 的 两 部 顶点 的 个 数 不 相等 ，C* BGE Ha- 
milton ЩЩ, EARI 4.2.1006) Н, :所 以 CEG hA 
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G 是 Hamilton 图 。 : 

4.2.7 НКА 4.6. 

ШЕ, (0) 先 证 系 4.6 KIERA. EG A Hamilton 
图 ， HK 4.4 0, ССС), ТЕ G 中 存在 n, sË 
得 ,G(s1)+d (и) <r—1 Ema, & ECG) GV! =VN (8,, 
вз}, ЖОН. 


а(6)=-1 zdl) +4 (а) + 400)) 


<т(-1)+(ю-з)(—зу+(--1)) 
=) + 
“与 条 你 省 盾 ! 所 以 ， G 是 Hamilton 图。 2 
G) SER RER RG RISS, js 
边 的 者 和 a6jlton 图 ， д уоп. m, G 
ЖЖ, kêri. 共 次 有 ， ё®у-с. s Wato(Gyy> 
(7 二 ) 二 1， 由 (@) 知 ，C(G) 是 Hamilton 图 ,其 而 G 是 er 
milton 图 ， FJ! w 71. ` 
ГИТИС =C) 3) 
—1), 6—0, Ж К... RHOI АЛИНИН, СЕ =. 
ий, 


(1) 4022, 有 ?>3; Gius вж РУТА 
必 一 2) 一 (3 一 D) 一 ?一 4 一 1， 其 余 ?* 一 4 小 项 点 的 度 均 不 小 于 
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Y 一 5。 由 于 C(G)=G, Ж 7-2 个 项 点 在 G 中 应 和 s ME, 
i-L, FER G 中 任意 两 点 #&，p， 有 Са) + d(o)Z 
2622(5-2)2r ,从 而 C(G)=K,,83# 4.409 G E 3EHa— 
milton AFA! 故 不 在 在 满足 系 4.6 rh ФЕ B. o> BJ ЗЕ 
Hamilton р, 

(2) 5 ô=2, G-v, È K. 中央 掉 1 条 边 的 图 .这 
时 ，G-ps 有 2 个 项 点， 其 度 为 "一 3. 有 y—3 4 I 4, 其 
度 为 ?一 2。 由 于 C(G)=G; 这 y—3 个 顶点 在 С HERV 
相连 ， 故 ?一 3 和 6 一 2， 即 э<с5. P£ EU 得 的 人 性质， 
直接 构 作 G， 易 知 ， 当 ?=3, 4 时 ， 有 AGIS а ñ. 
故 仅 能 p=5， 此 时 СС, а. 

(3) b=1 和 时 ，G 一 v, Æ Ksi, ж б=с,, .. 


ала зя, E GRAM, нәре, (и) +e 
М С Ж Hamilton H, 
` (P.Erdös) 


6, # 他 是 一 个 非 НашФНопд@@ БР, .9 也 8， 由 年 至 4.6 
存在 Curi Є 的 度 序列 被 .Cn,+ 度 序 列 所 控制 , 08. AE 


6 meL RER а ELEC) ACCO 
—д\- А ` 

-mlv )* та)» 

—3m—36--1). 4 6, 5< m <t, 2s—3m—36— 


>, ARME eG)<( +, 这 和 HG) б) 


и: 


十 6: КИЯН ЈА, С 是 Hamilton 图 。 
”4:2.9 车 G 是 连通 单 图 ， B r>26, N G 中 有 一 条 长 
度 至 少 为 26 的 路 。 (G.A.Dirae) 

(G-A.Dirac 1952 年 还 证 明了 ,假如 G 是 一 个 2- 
HEAR, Br, MG 8 — AR EEDA 
E. ). 

证 ， 设 P(s,o) 是 G 中 最 发 的 路 ， Wiz t<, 路 
(so) 中 的 顶点 依次 为 e (=u), оз, =, Dra (=), Ж 
Aao 相 邻 的 顶点 均 在 路 上 。 由 于 саж ‚А Ф 
S=, ЄВ), Те (ооо, EE} „151000028, 
4TI=d(v) 之 6。 技 定义 vy€SUT, HSUTI, RAA 
SNTX9。 设 vrESNT， 于 是 我 们 得 到 G 中 的 一 个 长 度 为 
LHIDËCITF: s(=01 vyoo ea (50v ipn, 
由 于 v>26, 14120, ЕСКЕ Bs ЄЎ (G). , 
租 手 人 是 连通 的 ， 所 以 有 一 条 C 外 的 路 P' 和 C 相连 ,不 
失 一 般 手 ， 不 访 假定 和 wa 相连 ， 于 是 我 们 在 сат 
条 路 P. Рб vw ооо ВЕ А РН 
疫 大 于 1 ARRS Plawa G ЖЕЙ Р E. W I> 
20 


4020307 利用 练习 4.2.9 的 不 书 附注 ， 证 明 每 全 48 二 1 
个 顶点 的 26- 正 则 单 图 (k>1) 是 Hamilton 图 。 
‚ (CG.St .IA.Nash-Williams) 
= 设 0ЄЎ, 9 G 一 0 不 连通 ， 由 于 G 一 v 共 4 4 TÑ 
点 ， 故 不 失 一 般 性 设 G 一 0 的 一 个 分 支 Gr 有 ?G1)<<2 В, 
1102: 


人 人 Gy28 二 1, 其 中 全 是 GIV《G1)Ut{v)) ,由 G 是 2&8~- 正 对 
AR, KOMA Kr. WO E Gi 中 的 度 亦 为 2 k, 
Жоо 和 G 一 2 中 G, Ц С. ЛИНЕ, В. s(G,)< 
2k, PDA Ga 中 的 项 点 的 度 均 不 大 于 2h~1, 但 这 和 G 
是 2&- 正 则 的 矛盾 , 故 G 是 2- 连 通 的。 根据 练习 4.2.9 中 
的 原 蔬 附注 知 ，G 中 存在 一 个 长 度 至 少 为 4k ти. Bme 
中 不 食 48 十 1 长 的 й оС, C 为 alias ‚8. 
Жо 不 能 和 C 上 相 邻 两 点 相连 。 否 则 С танке aktik 
的 圈 。 故 我 们 不 妨 设 20。 MV- G=1, 2, 56, ФЕУНЫЕ, 
AEn ЖИ ИСНИ 2,4,9 0) 
讲 ， 由 于 图 G 是 26- 正 . 则 的 ， 从 而 vi4 Я o, - (беа 
1, 2, ,28) 的 所 有 项 点 相连 ,但 这 时 vi MN o, valis 
1，2，…，28) 相 连 ， 即 400.) =28+1, ЯС 是 2 有 -正则 
ЮТ Ж, 故 G 中 含 4k 十 1 长 的 图, M GÆ Hamilton 
ER ` a 

41-11 EG 中 任意 两 点 均 存 在 一 亲 Hamilton 路 相 
连 ， 则 称 G FE Hamilton 连通 的 。 

(а) Ш, ЖС 是 Hamilton ЖЕШ, А r24, > 
С(з>+Е1)/2), 

(2) 对 ?* 关 4， 构 造 一 个 Hamilton ЖЖ С, E. 满足 
#=((3r+1)/22, (TW Moon) 

Ж. (0) # v EVG), 使 d(vo)=2、 оь OAR 
AH v, оз, B ?24， 则 在 G 中 不 存在 以 vi， v3 为 端点 
的 一 条 Hamilton 路 ， 这 是 和 假设 矛 对 的 。 故 lG. 
由 定理 1.1, e22(35/2), #k ер=((3>-Ь1)/2), 

(8) 对 ?一 偶数 时 对 ?一 奇数 时 


103. 


а› 2) 
4.2.11 (5) 图 


本 例 说 明 ( ga) 之 不 等 式 不 能 改进 。 

4.2.12 GRE Hamilton 图, 但 对 G 中 任意 顶点 
DEV(G)，G 一 v 均 是 Hamilton M, HJ 称 G 是 亚 Hami- 
lton 图 。 证明，Petersen 图 是 亚 Hamilton H. 

‚(1.С.Нег:, J.J.Duby 和 下 . Vigue 1967 年 证 明了 
Petersen 图 是 最 小 的 亚 Hamilton 图 。》 

证 ，4.2,12 图 的 四 张 图 均 是 Petersen 图 ， 其 顶点 间 的 
对 应 关系 已 在 图 上 标明 ， 从 (1)、(2)、《3) 图 中 可 知 Peter 一 
sen 图 中 各 边 和 各 顶点 间 之 地 位 是 完全 对 称 的 。 青 h Pete- 
rsen 图 是 3- 下 则 的 ， 从 而 标定 一 个 Hamilton 图 C 相当 
于 和 顶点 相关 联 的 三 条 边 中 标定 一 条 不 在 Hamilton MCE 
的 边 ， 故 不 失 一 般 性 ， 假 定 边 (1，2) 冬 C， 于 是 (1,5)，(1， 
6), (2, 3), (2, 7)€ C。 下 面 分 两 种 情况 讨论 ，a)，(8， 
10)&С, M(5, 10), (7, 10), (3, в), (6, 8)€ C, 可 是 
这 样 一 米 这 些 边 已 构成 15(10)723861 M, Б), (8,10)ЄС, ' 
则 (5，10) 和 (?，10) 中 有 一 边 不 属于 C， 由 (4) 图 不 失 一 般 
性 ,假定 (7，10)&C, 于 是 (5, 10), (7, DEC, (4, 5)& 
С, 从 面 又 有 (3，4), (4，9)E C， 可 是 这 样 一 来 这 些 边 中 
EAST 234972 W, #k Petersen 图 不 是 Hamiiton W, 
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对 任意 ET( 由 顶点 的 对 称 性 ， 在 (4) 男 中 ， 不 妨 设 "一 
10), B8 G—o E Hamilton 图 , 故 Petersen 图 是 亚 Ha 一 
milton 图 。 


4.2.12 图 


4.2.15 G 中 没有 Hamilton 路 ， 但 对 任意 的 ` 
s€V(G), G—v FE Hamilton 路 ， 则 称 G RETEN, 
证 明 Thomassen 图 是 亚 可 迹 的 。 

证 : 为 了 叙述 方便 ， 如 图 ， 我 们 用 两 条 中 心 线 将 Tho- 
massen ЖІ, П, Ш. МЕ, ЖАНИ, 
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Thomassen 图 


获 不 失 一 般 性 ， 若 Thomassen 图 具有 Hamilton 路 ,其 
端点 为 &,.8 ， 可 假定 4ETU {a} ,由 练习 4.2.12,Petersen 
图 不 存在 Hamilton E, AMARNA FER: 

(А) IU ta} 中 不 存在 以 {a,c,qd} 中 任 黄 点 作为 端点 的 
Hamilton 路 。 

Сл) жат, по нЕ, FEF 

(B) IU IU {а,Ь} 不 存在 以 为 端点 的 Hamilton 
路 。 

X Thomassen 182-388, (a,b EHNA, Нс, 

DERRIEN. FE3 BC I UN (в, bt Br, 

” 呈 的 存在 相当 于 在 HUN U (a,b) 中 存在 以 2 或 5 为 端点 
aj Hamilton 路 ч СИНОМ, шан, ш РА 
在 经 过 或 5 进入 焉 U 了 前 , 必须 经 过 下 的 所 有 了 和希 点 ， 特 财 
开 中 来 经 过 之 顶点， 由 于 {a,b} 是 割 集 ， 再 没有 机 会 落 在 P 
中 ,于 是 P 的 存在 相当 于 在 卫 U {В} НЕДЕ, е, 从 中 的 
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某 两 项 点 为 端点 的 Hamilton 路 。 或 相当 于 严 UN 00,0 
中 存在 以 4 或 5 为 端点 的 Hamilton 路 .这些 都 和 (4)、 
(B)EF M. w Thomassen 图 不 存在 Hamilton р, 

至 于 Thomassen 图 人 @ 中 任 一 点 vEV(G), Се 
在 Hmailton Riitit, KRE I, E, m, Mh 的 对 称 
性 ， 我 们 仅 需 取 丸和 正中 的 顶点 作为 来 穷 举 ， 并 在 图 上 以 
昔 头 具体 标明 它 的 Hamilton 路 来 证 明 。 见 4.2.13 图 ， 
ИНЖИ ӨШ ПОТОК Hamilton 路 的 端点 ， 用 带 又 的 边 
袁 示 和 除去 的 顶点 相关 联 的 边 。 其 中 (3) 一 (9) 图 ， 它 们 的 
工 、 工 部 分 均 和 (2)? 同 ， 在 图 中 不 再 画 出 来 。 

故 Thomassen 图 是 亚 可 迹 的 。 

4.2.14 《c)? 证 明 4.2.14 图 见 109 页 中 G,, +#+# 
еї е, 一 条 边 的 Hamilton 轿 。 

O) ARa), EAA G 的 每 一 个 Hamilton MeS 
3b e, ' ` 
(c) iH Horton 图 是 一 个 非 Hamilton 图 。 


w РА Oo 
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, ёз, ё. 


,不合 ea 的 Н-Щ(ЖНа- 
ез 


Ж). T Ж Е,=(, 


(a) С PERS e: 


milton 555 H- 
e, сс, ARARA ИШӘК ЕЮ H-E 合 ES 


WE, 
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о 4.2.14 题 图 


E Nie ФА, 

(1) EG kA H-B gE Hie, e, BEE 
G е1, ец, €s, es) 的 H-E, WE А2505, 6), (1, 
$). FELG, 1), AMELO, 2), FAAC, 3), 但 这 
样 一 来 , Giler, 6а, Es, ев, (6, 1), (2, ЗУ} EE, 
矛盾 ! 由 对 称 性 知 , 22 G, 中 有 仅 含 el，e 05 Н-, |] 
#28: ` 

(2) ÆG, Ж H-E RAE, те, es, 它 也 是 
©-{є,, ёз, е,, е,) H-E, Ж & AlO, 14), (13, 
14) ,(15,14)， 但 这 样 一 来 顶 点 14 在 AHIRA 3, P 
Mi ВЕ, Ста е, є, 的 再 -图 。 同 样 矛 
i 

(3) # G, 中 有 H-E {4 ДЕ, Фе, в, е, ез. 
它 也 是 G ,-(e,, е.) A H-A, ERACO, 10), (9,14), 
(12, 11), (12, 13), ЖҖ(10, 11), (13, 14), AMSA 
411, 16), (14, 15), #X GO, 2), 3 时 616)1 2(13y 


6009. 


(12)(11) (16) 是 一 国 ， 且 其 中 边 全 在 H-Brh, 矛盾 ! Ж 
不 合 边 (1，2)， 必 会 (1，6)， 这 时 ， 又 必 会 (4，5),， 于 是 4 
5(10)9(14)(15) 4， 又 是 边 全 在 H-Wrh JBS, Жа: 由 对 
ЖЕ, ЖС. kA H-B 1 е, e, e, е, ЖАЙ 
H 

(4) # G 中 有 Н- RE, dË e), єз, €s, €o, 
它 也 是 G~{es, е) № H-E, ġe ë & (9, 10), (15, 
16), FA (11, 16), (10, 11), 11 在 H-E hE 
51, FA! BHAE, ЖОНО ез, e, ез, e WJ H- 
B, SHARPE! 

综 上 所 述 ，G: 中 不 存在 仅 含 eg， 不 含 ez 的 H-M, FJ 
ЗАН е, ЖЕ е, 的 H-E. # (бо) 的 结论 成 立 。 

(0) 为 了 叙述 方便 ， 将 连接 Ga~e 左 右 两 部 分 之 间 的 边 
Же, ез, ез, {ИШ G, пење, 仍 存 在 HH- 
B C 的 话 ， 注 意 到 С, 是 2~ 部 图 ， 黑 点 和 白 点 是 Gs 顶点 的 
二 部 划分 。 BAe uJ F С, 不然 G, 的 右 边 部 分 的 
图 中 存在 一 条 两 端点 都 是 良 点 的 Hamilton 路 , 在 二 部 顶 
点 数 相同 的 2-~ 部 图 中 ， 这 是 不 可 能 的 。 其 次 ，es 也 一 定 属 于 
C, 不 然 我 们 将 e1，es 连同 G, 的 左边 部 分 在 C 中 的 一 段 
KER G 中 的 一 条 边 "e1”"， 于 是 我 们 得 到 G, 的 一 条 含有 
e, BT r e; 边 的 H-E, 25 (0) ЯШ. ез 也 一 定 
ЖТС, H C 中 必需 包含 el，es，es 三 边 。 但 出 于 fei， 
ez ，es} 是 Су-е 的 边 害 集 ，C 不 可 能 同时 包含 ez ，ea,2s， 
ЖЗ. С. ER H- 回 ， 它 一 定 包 含 e 边 。 

(c) ATREA, W FEN Horton 图 中 的 三 个 顶点 
标 以 a6，8，c， 若 图 存在 Н-ЩС,Щ C 中 只 能 包含 过 点 
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‘Horton 图 


之 二 边 ， 由 对 称 性 ， 不 失 一 般 性 可 假定 和 o ARHI” х" 
边 不 在 C Е, MK СНЖЕ БСВ) РНЕ 
路 收缩 成 一 点 ， 此 时 了 和 5 点 当然 亦 就 合并 成 一 个 顶点 。 最 
Ла С", RCR R Т Grek Ж H-H. 
但 由 (5) 知 ， 它 不 可 能 存在 ， 故 推 之 C 亦 不 可 能 存在 ， 所 以 
Horton 图 是 非 Hamilten H. 

(Horton HEET W.T.Tutte 的 猜测 : 每 一 个 3 一 
EM 3 ~ 连通 2- 部 图 是 Hamilton H. ) А 

4.2.15 号 出 一 个 下 图 问题 的 好 算法 ， 

(a) 构造 图 的 闭 包 ， 

O) Ej G 前 于 包 是 完全 图 ， 求 G 的 Hamilton W. 

Ж. (a) RAG OAE COUER NTF: 

第 0 步 ， 令 G =G, h=0; 
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第 1 步 ， ЖС, RRIA uo, vo 满足 ， 

ас, (ко) ас, (о) =max{da, (п) + da,(e) luv & E 
(G,)) 

第 2 步 ， 若 dov(ae) + doslo) >> 转 第 3 步 ， 否则 ， 
ж. (得 C(G)=G,) 

第 3 步 , 令 Grii 一 Gy 十 wogo; hk=R+ 1, Fe Ж, 

G, жни ник вла ( >), няне 
点 对 的 数目 不 超过 ( ? ) 一 *， 于 是 ，! шэн и 
залан (2): (05) 一 。) +з, тенката 
(G) eik, тиан. 

(b) ПЕ, AGrrı=GrtHtovo, tav &E(G,) 
Hda (ua) + da (60) >», Ti Gan h A Hamilton 图 
Can IWF: (шу, бу, өз, =t, 0-2), MÆ Crn Е 一定 
存在 of baa Ë. bomo, vtrivo € E(G,), BU ÆG 
ME: do (uo) + de, (05), RSR 1, o, 
Di, Des, без Un Do, Dra, =, Фәса, Ҹа) ÆG hgHa- 
milton 图 ， 根 据 这 一 道理 ， 可 得 如 下 算法 ， 

第 0 步 实行 (0) 的 算法 步 又 ,由 G 构造 C(G); E. 
COEG, 是 完全 图 。 将 其 中 外 如 边 按 加 入 顺序 记 H e1, 
=, en; 任 取 Ge 中 一 条 Hamilton В Ca, Ф еп, (a= 


(D). 


第 1 步 ,， 若 ep 三 Ch， 令 G,-a=G,—e,, C-i =C, 
转 第 3 步 ; 否则 ， 转 第 2 P. 
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BP, Rann EC, $, GTG es Ж 
C, 中 两 个 相 邻 点 4,，v 使 得 4o、v。、g、9 依 序 排 列 在 Cs 
k, Вя, шш, о0ЄЕ(6,-1), © С,-,=С„—{шь, 
ue) (duo, ebo); 

第 33, 若 h=1， 转 第 4 步 否则 ， 令 h-hh 一 1， 转 第 
1#; 

таж, 停 ; (得 С, ED @G 的 Hamilton В), 

жин, аа a= (7) -si 每 次 循环 最 多 
的 计算 基 在 第 2 步 中 ， 其 中 C, ВАФА а, 07 HH 
3 对 ， 故 除 第 0 步 的 计算 量 外 ， 又 增加 了 最 多 ?一 3) 数 重 
级 的 运算 次 数 ， 故 是 好 算法 。 

4.2.16 求 最 小 度 为 6 的 图 序列 ， 它 不 漠 足 定理 4.5 的 


— 、 
解 ， 对 6<h<p/2, 如 下 图 序列 符合 要 求 。 6， h,k, | 


r-ak 1-а в 


pk—l, =, p—-h—1, р 006600, Pip, Pl 
显然 它 是 满足 О<а<р/2, Н Оа, =, d,_-,=s—k— < 
?一 k 的 一 个 极 图 的 度 序列 。 


4.3 ”中国 邮 递 员 问题 


定义 ， 中 国 邮 递 员 问题 是 在 赋 以 非 负 权 的 连通 图 上 ， 求 
一 条 最 小 权 游 历 。( 称 为 最 优 游历 ) . 
显然 Euler 图 的 任 一 Euler 游历 是 最 优 游历 。 
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R Euler 游历 有 下 列 Fleury 算法 ， 

1. 选任 意 一 个 顶点 v6， $ mo 一 yo。 

2. BRÈ wvv en 已 选 好 , 从 E\ter 
e424，*"…，61} 中 按 下 列 方法 选择 一 条 边 ека: 

(1) eps 与 24 关联 。 

Gi) 除非 没有 其 它 选 择 ，es +1 DÆ G SGi n, 
ерю. 

з. 当 第 2 步 不 能 执行 时 ， 停 止 。 

定理 4.7 3 G 2 Ешег 图 ， 则 由 Fleury 算法 构造 的 
G 中 任 一 条 迹 都 是 G 的 Euler 游历 。 

中 国 邮 递 员 问题 的 解法 ， 

1. 用 双 傍 边 的 方法 求 G 的 一 个 Euler 21 8& А р El 
G*， 使 双 倍 边 的 权 和 最 小 。 

2. 求 G* 的 Euler ж. Об Fleury 算法 )。 


4.3.1 证 明 : ERORE xu yu zu yx uu 


4.3.1 图 
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о хгухЕ-- ЖЕЙМИ. 


Е 


знеш T 


4.3.2 框图 
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图 (1) 将 最 小 权 (4#,0)- 路 的 每 一 条 边 都 加 倍 得 到 的 ， 所 以 使 
加 倍 边 的 权 和 最 小 。 由 于 给 定 的 游历 是 图 (2) 的 Euler 游 历 ， 
因而 给 定 的 游历 是 图 (1) 的 最 优 游历 。 

4.5.2 MH Fleury 算法 的 框图 ， 并 说 明 它 是 一 个 好 


算法 。 
N. Fleury 算法 的 框图 如 前 页 图 所 示 ， 

这 个 算法 需 循环 。 次， 每 次 循环 中 最 大 的 运算 最 是 在 淹 
(С, e)l —, ШЕЯ 1.8.6 M, REE 
数量 级 的 。 故 这 算法 是 sz 数量 级 的 ， 是 个 好 算法 ，。 


4.4 旅行 售货员 问题 


旅行 售货员 问题 是 在 一 个 矣 权 的 完全 图 中 (有 些 权 可 为 
60)， 找 出 一 条 最 小 权 的 Hamilton 各。 常 称 为 最 忱 通 . 

目前 尚 没有 求解 旅行 售货员 问题 的 好 算法 。 求 近似 最 优 . 
田 的 方法 通常 是 从 一 条 Hamilton 图 出 发 修改 两 条 边 ， 
得 到 较 小 权 的 另 一 Hamilton 图 。 这 种 修改 法 如 下 ， 

设 C=p192*…9rv1。 则 对 所 有 满足 LIFI 的 i 
i, 可 得 一 条 新 的 Hamilton ШИГЕ, | 

Суратро A 

它 是 从 C 中 删 去 ptofr，9y0y+1， 增 添 ofoy， Visty к tE 
到 的 。 

Ж ш(®,ю,)--ш(ю,,уру+1)<ш(ю,т, +1) Holos) 
则 С,, 就 是 C 的 一 个 改进 。 

4.4.1 设 G 是 赋 权 的 完全 图 ， 且 对 任意 x,y,z €V (GY 
满足 三 角 不 等 式 
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w(x, y) tulya) >w) 

证 明 ，G 中 最 优 图 最 多 具有 权 wT), HHT ÆG 85 

一 棵 最 优 树 。 
(D.I.Rosencrantz,R.E.Stearns, Р.М. 

Lewis) 

WE, 设 T 是 G 中 的 一 棵 最 优生 成 树 ， 将 了 的 每 边 加 倍 
得 到 图 了 ' ， 则 了 "的 每 个 顶点 的 度数 均 为 偶数 。 所 以 了 有 
一 Euler 游历 。 

О=(ю, т, +, Un, б) (n>>) 

Q 中 菜 些 顶点 可 能 有 重复 ， 且 mw(Q) 一 2w(7 了 )。 Жон, 
从 vs 开始 ， 几 前 面 出 现 过 的 顶点 全 部 删 去 ， 得 到 G 的 ?个 
顶点 的 一 个 排列 z. i G 是 完全 的 ， 所 以 4 可 以 ERG 
中 的 一 个 Hamilton H, Æa 中 任意 边 (ao)， 在 了 中 对 
应 存在 唯一 的 (go)-~ 路 Р, НЕЮ АТАН 四 (2) < 
w(P)。 由 于 将 “中 的 边 (s, о) ТОНЕ РЖК R BL, Ж 
得 到 О, AM ulw) =2w(T)， жс жане с 
的 权 «(С)<ә(я)<2әҳтТ), 
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第 五 章 匹 配 


51 FF. E 


EX: 图 G 中 的 一 个 子 集 MSE, жила, 
且 M йж н +B, ШЖК M 是 G 的 一 个 区 配 .a 中 
的 杆 的 两 端 称 为 在 M 下 被 区 配 . 2; oc MER, WJ # 
v М-м, 反之 称 v М-Ж). 

ЖХ. 若 G 中 每 一 顶点 均 М-н, MiM а СЕ 
RAE, 

ЖХ. # СФЕ М', fElM'| > M|, MJ #k 
MM 是 G 的 最 大 匹配 . 

ЖХ БМАС 的 一 个 匹配 , 车 他 让 的 一 条 路 的 边 
分 别 交替 地 属于 寻 和 ENM。 则 称 该 路 是 忆 中 的 一 条 玫 - 突 
ий, # G 中 的 一 条 以 -交错 路 的 起 点 和 终点 均 是 М-Ж 
和 的 ， 则 称 该 路 是 G 中 的 一 条 到 ~ 增 广 路 . 

238 5.1 (C.Berge 1957)M 是 G 的 最 大 匹配 的 充 要 
条 件 是 G 中 不 食 有 M-I, 

《匹配 理论 的 进一步 内 容 如 六 因子 理论 等 ， 可 参阅 W. 
T. Tutte, 《Graph Factprs), Combinatorica (1981) 
79-97, 或 C,Berge,《Graphs and Hypergraphs》y(1973) 
中 有 关 章 节 。) 
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"Satel 《gy 证 明 А-НУ ЗЕН (арзу; с o ° ' 
„ҖӨЕ Kin, Каза 中 不 相同 的 完美 匹 所 的 个 数 。 

Ч, Gait ВИНО SË ER ЭСТ эй ; 
我 们 陪 (x 1 зз, lx D Оят, дъ Аа луй 
наи еен M, BAM rb ВВ, 
有 PAM заета, А ЕЕЕ С yku 
KA, ВЭ ЕУР ето EO, 
M kA ， Hisa EME 

RORE TREE R E e E, == 
量 选 定 某 一 边 属于 М 之 后 ， 简 下 来 尚 有 2Cn 一 1) 个 顶点 , 沁 
ТИШЕ RU Касіў нн НАА К, Jy RA 
жату WF Ку „ЖОЕ NUR, Ж 
жЕр. ЛЕ ЛИ НОВ AECE, H SB k Ж: 
а Эу, MPRE GAAR, ГЫЧА tss 
9 К.а, a-i ,所 以 Kas = 的 不 同 的 完美 匹 E ел 


мм жөр Т. OPW МНЕ ЗЕ ТУ РМА MAY; M 
муљ Мазон TEM, КАР, Ры аЬ а 4 
习 1.7.2 知 到 中 包含 图 ， 这 和 卫 RAA 
г 5.1.39 аер TRE 则 
HG KAF.. МОА D ARG 
эй. экеи; WK ЛОРАНА Bo Bl 
ЖГ ЕЙРЛЕЗБЕШЇНӘ, ЖЕ GOR SUS пт e 
如 下 ; BA DAMA vi, юз, Dii ERRA 
8 ARTES PE D 38 ЭК, E ÆA di o, s=, 
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arsos, v24-4 边 ,， 所 得 之 图 记 为 Gu， 显然 Go 除 yas-1 外 其 
余 顶 点 的 韶 均 为 8， 而 бо (озь-1)=4—1. ВЛ BE 
相交 的 Go 的 挝 忠和 一 个 新 顶点 po， 并 把 每 个 G fb ПЕН 对 
应 于 gas- 的 顶点 和 vo 相 违 以 边 ， 最 后 我 们 所 得 之 图 记 为 
С, ЖМК G E ENKAR: 又 由 于 Сей 28—1 个 顶点 ， 
жЕ IR M, ШЕМ EG 中 至 多 能 取 k— t ОШ. 
АЛЫЛ t: nok Ва 8—30, W| < ml) hH; TES 
一 方面 当 АРІ, > (G) = (286—1) ktt khm АЧ Гу 
22]Mk Ы 和 MI =>/2 PFE. жовч 
&. 

5:14 .两 人 在 图 G ъайн, жиын 
Жз, Dai Da, m ERASO 时 о oca 9, WPL 
不 能 选 到 顶点 为 止 ， 最 后 选 测 顶 点 的 人 汶 霹 .证明 划一 个 
печ a ad G. пж зп 


和 证， 一 > ， 用 反 证 法 ， EG 8 ñ # ляже 
M. ш G htE— üg M-AR, ЖЕЛЕ 一 人 如 何 取 
з-у, BIZARE M WM: Peo BRR ЭЙ A 
作为 ue.. ВИТ Лав. PAARE Ао A 
G 中 不 能 存在 帘 美 号 配 。 : 
<=, ЖЛЕ ҖӘЕ, MRIERG AIARA 
EE M. $ v, 是 M- 不 饱和 点 ,第 一 人 首先 .他 ооу 
ЖАЗ САШКА, T МОВИ o-r 
же М-н, ИО Яой ВХ MIRR о, СЛ ЗЕЛ. 
АВЕ о. BEELI, РЕНОАР ИОН 
-ERRARE ME МИТЕ; ТЕРМЕ 


-appo 


的 矛盾 。 放 这 种 取 法 是 第 一 人 必 豪 的 一 种 策 路 。 
5.1.5 G 的 &- 因 子 是 僻 的 和- 正则 此 成子 图 ; GRA 
可 АВЕНЮ 各 因子 H Hoe Hn 
ж G=HyUGH,U--UH.. i ， 
Сау, Ka, IB K: ET юр. 
. Gi)Petersen 图 不 是 可 EFEN, : 
OFIAR -AF Br *' 


Гея 1756.05 œŒ) Æ. 
(оргас TEEM а), БАБЫ kaska 
Нё;>®»/2 FLA MG AIRE с... 
W, (a) (i) 对 于 KaD ЖУ, aminan? 
PX, Y hey, X, Y W 3-3) DL 0 
的 编号 ， 记 (i， IDR X h вг r 
tG, ithCmod п))) G=0, 1, 2, ,一 1 是 ку 
LEF, BRANANE K... h еа B 
F. ШАЮ 0, 1, 2, е, nmi i, Ку. Lis 
WE. K, ERTER, 
` WEEK. RANG Кз, oioi; 1, vrati МТК 8 
安排 在 一 个 24 一 1 E£ ETRE, s TAKI 多 .雏形 的 
> 391 


mu, ЕЕЕ ME поре, IE ao ИШКИ 的 过， 部 
Ид, уса», (kal 2, е, п ТУ НАВТ RS e pR L Е 
шоп HAR, ВОЛ ЫИ Ky ЧАТА 
ZF, ДЫ, БОРНА, Кы, UFU 
ОЕ заса ЖКъ„ ЖИГ a= Ый, ео 

GAAN Peteset ЕШ AF 
ATH S-E, MAIRA MHARE ТУ BORRE -X 
子 化 


HFE), APELAR Hamilton Ё, RCH 
2- 因 子 。 

Яра РЗ), KERA НШС, 了) 中 的 顶 
ЭЖЕ ы К=з, Fjes nro, e B tar, 21Р 


Yar(o) 一 2zi s ET PESKO Ж 


БИ СЯ И 


[ТЕ т, авас t ' ®@ 
2A SG: ) 花 ?12， 于 是 元 由 定 建 4.3 知 зто, ы Е 
а Е, SFF, ЧЕ з. B СЕЕ йт. 
4 аак а) зите? 
Фир); : 

202. 


#; EK... ла ATOA 88 S. 11810; 1,22, 

‚ 2n, ОЛЕНИ, 而 其 余 28 ЛАЧ НЕ ЖЕЛЕП И - 
+. $ Guo 1 2(@з)3%62п-:1)4(21—2)-- us(nj2)X8+1> 
0, €, айт PAR, Ж C, Бро aka aja 
ERMIR, WETANE AF, ЕМ РУТ 
RENARE, Заа, Ca iC. асай, 
эрии, E с=6,06,0- UC; 


= Ж%. GHAT sak юзу а MSto 

V(G), в RATAS) 
ЖУ етн КЕ эё чей. eu 

至 少 有 一 个 端点 含 于 KK H, ME еле АБ: 

L НЩ Hal уен) i 6 АН ОХ: Р) 
2-00, МОЕТ AX h туро E 4 
是 : WYPIERA a Озго: 

ж? жол к 2-Ю=(&>0), M| G # кан. 
Юр зур ат э? eo Д 

жазз (König 定理 )- EG mn. рү 
жиё Ап УУ R Ма рл ， 一 

Єй ДИ ДМ | = | E | 的 四 34 Fei N Бай НДУ pt. 
ЯАВ), AR. Fu Sterboul, (А. Characte= 
rizaàtion of graphs in whiéhithe tnansyersal naib 
ет equals the matching number); }. Comb. Mheo— 
ry. B27 (1979) 228—229.) 


5.2.1 Ж, хв 2 ЕРА ЕН 
151 WREDA, 不 能 用 1x2 ЕУЛИЕ МЕ. 
w WARR, ERMEE 
可 DARAB 方 ERROS, ТИП 
° 的 全 体 分 别 记 为 X, Y. жан 方 
村 直上。 наоед, MI 
51 ую, 于 是 土 述 的 图 形 
°| |е| ]°] fe 就 诱导 由 一 个 以 (入, Y) 为 分 划 的 
ы гй шше, ніх 1+2, gG 
621 Е 不 可 能 存在 完美 匹配. 由 4 的 边 
HEXA, 12 RAW PRAA pd, жн аак 
EZALEA, RARITA XIRS PENRE. 
《事实 上 ， ЕРЖЕТУ ЕЛЕМ FE, 都 
ЭКЕНИ Ж kI PRR. ) 5 
OERZ LON ?部 图 .有 完美 天 配 的 光 要 条 - FFER 
SEW AINSAS, U 7 © 
(6) 给 出 一 个 例子 说明 Paean саж ант 
ERX. 
We, (a)=>, =o 有 完美 本 有， 由 对 任意 的 SS 
Е СРАСЛИ 4 
<=, ER EER yy Be S-ax, 
ах SIENEN СТЕ, peT KAX р 
Я СХ, BIN(S 2 151, 依 定理 542 PEA 
MERGE, РВС |}, Ж Ша ФЕ ЗНО: С ` 
Б) Ен К... НЕ ш say. 8 ж FINCSI 
2 151, (86368600, 


er e 


5.273 对 于 A>0， 证 明 ， 
бајат ЕЛЕЙ 2~ 部 留 是 可 T 82008. 
- (Ts ‘Petetsen) 

(5) 每 一 个 2&- 正 则 图 ， 是 可 2- 因 子 化 的 。 

证 ， (a 由 系 5， 2 知 ， 扩 正则 2- 部 图 你 有 完美 匹配 
му, #ж®юё@-М\, 它 为 (和 1) 正则: 2- 部 图 ， ж 它 有 完 
美 匹配 M,, FERSEOAM, +M: y, yt ж, 
RAF kak, .最 后 我 们 得 М, Ma, оч, Makh AAM 
交 的 .的 1- zA F, ң@=М, ОМ, U SOMO, WG Е T, 


Ж г-и, пн E а, йж: Euler 
ROUTA, vuv}, ФЕС 38 35 E — 
AEREE, ДАША, P) Хацу ае), 
了 一 他 1， жәл»). z Fay, 在 Сова 的， EE 


зуд ЙЛ Ж -e KARTS И 
Ar, с, An) 的 不 FRAR: 是 节操 та fas ү”, 
а»), ре а 64, Іт; Aij 
(А, Are “Jen RREA 
ата ЛЯ рЫ. | 


bpe Аъ рва а. езера 


ПАНИ 
Ж: 我 们 构 依 2- 部 图 各 如 下 ， G 的 您 划 CX. Y y X 
жюк: 0415 Ay, с, А), Ү=5, И fb, [ЗЕЙ 
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边 的 充 要 条 件 是 aCA BA,- {A у, ФӘ E Ж 
周 代 表 系 相当 于 G hawi X Bra е, За. 
рер 5.2 中 相对 应 的 条 件 ， 改 由 定理 5.2 
得 证 。 ü i 


5.2.5 Я ER A ж. з. 
„тади“ таем, SF 
аав. 条 线 上 的 "1" 的 县 大 个 数 。 - 

E, Е 2-0, НАСХ, Yuq X, Y y 
ЖДЕ РОАН Esa p| ТОЗО А РЕЛЕ E` 
含有 公共 的 "1"。 显然 矩阵 中 的 “1" 对 应 G 中 一 案 边 ， 
不 同 的 “1 "Эи @ ЖИ, yæl, -akh a gE 
HAME во вае, УЗЕ О ih R АОВ Е, RAH 
个 在 间 一 线 灶 的 “1 ойаны ов ЭКЕЕ. жах 
Ля Б.з, йш," i 


5.2.6 суан нап EAS. зв т г, жож 


LAAR, Y), N LS 828 ftuuu sap q 
1Х]-тах{ 151176901. D. Kë 


ORS #0 z [xi = PE, к алив 
m, сажди ° U С 
证 ; (a)en=x—s FE 


TaSi- 


=mistlx|—SI+ INCS) }=min{ 1B] АСА). 


Ex 

йя BUN(X+—B) G үү 1а, B G. Pp K š: 

до Мех ABG Ж, WIRE 5.3 XI G ДЫК: 
‚ма. 


M'ART IX] 一 maxf 151 =). 7 
(бш Х| = || =; KÄTE, 7 what 
MARSRA блр n RELAT орет), ССр EA 
ERPF kO ESE 48 О MA, h ЖЕ ms. з ЯГО * 
KERRIE В RA: ФУ, O O 
5.2.7: А König ЯБ ЗВЕНА 定理 5,2。 
证 :- Шо 5.2 :6(d yu ARRAT ИЗ М 
= таб ге» b tag. £ юк Жк 


е, шй, жама я X нна mbas {151— 


уо. вр, HERSEN, ANESH HS 

‚842.8 ” 非 负 实 矩阵 9， 着 它 的 行 和 与 列 和 均 为 1， 则 人 Q 

касна? EO DERN SEMENE E A H — 
Мааа, аи 换 а ЖЖ ИЙ, 


кў. . 
йй, UY 
(BIRNER AARDE, 
уатан Q ERR EAE A eE 
e,m Q=o Pite Pit P л Р, ЖЕ ЕЕ, 


сразы үе f 


валани ўза. | Ө. 


ба 
э 1% 


` (G.Biskhett, J.Von Neumaqny 
ҖЕ, GG) 由 于 .Qnx% 的 行 和 与 列 和 均 为 1、 放 有 ,.， 


sr 


Ў) (Ў) яо вон, 

ата балу, / рер ` 
(унн 2-3 G, ТИШЛИ (X F), ;了 中 的 元 
MHO 中 的 行 ,了 中 的 元 素 为 @ 中 ЖОЙ x, €X. y GY 
相连 以 边 的 充 要 条 件 是 Q= (g; shu, о ste gas S S 
X, S 中 对 应 的 行 中 的 非 委 元 素 之 和 ЦАН а 而 对应 的 六 
《3S7 中 至 少食 1 列 才 能 楼 益 这 此 如 中 对 应 征 中 的 ЧЕЛЕР 
Ж, ЯА S |51, шш 2 ретина ЫЕ MM 使- 
下 中 点 在 放下 均 饱和 。 由 (a) 知 | 下 | 一 |Y|, Җ M z G i6 
PARER, M А ОЗЕ S qi агас 
+4 н. отара Р, (° 


. X$ Qg аР р on 


з 


<, 了 

духка лее АЗ аа 
SER AT S AANE EERDERE > NNE 
素 ， 从 而 经 过 有 限 次 后 ， TIRA RKE, 9,=o, 所 以 9 一 
ате Ўлас 


у Ae ry, a ү 


„Ў pnto Y. ол +a. AE 


成 立 。 оф оп hha 
5.2.9 ü H Z-— AWIE, K z H loat, ЗЕ, 

HERE hi, ho, es. „ЄН, {ЕЙ ВК, hK, 

haK IIR K SERER. Kh, Khe de, КЪ REK 的 
aisg” 


cabo Patte Py, ДАЙ Žanr 


HERA. (P. Hall); 
ШО MH htieRD54 2 BE, aK, bK зне PZ 
集 之 间 没有 公共 元 素 。 对 右 障 集 亦 有 类 似 性 А. 从 IH T 
Зо СНУ т ОТИ: 它 的 个 
ESTAR H/K t Ла H n, ВА GS) ARH 
的 元 素 个 数 等 于 K EERIE, TA А SRILA OE 
2 部 图 Q, АЗС, Y), 其 中 X E H SSE K BJ 
ERRER, Y E H y K WS hi. Ж ze X, WEY, 
5 55 s ARED T Еа x An Ж ШЫ y Ж 
TOARE ала ВО RA БУДЕ 2-МОШ „Җ FB 
系 5.2 31, G ЕЗАРА M, (Mlin, 8-Март e, 
BRADA, А ШИЙ ЭЛАЗАР ЕҢ i hse І 
ЖЕ һу; his сз, ен, илай. СОЧ 


кл 5.8 жаш 
К ә. i 


жав биза кул S В жэ {жю 
Se, MO-SE PREIAR OCSI Sh, “| 
жк авав ENRE RAER: K 


А ` cd т. Иа 
5.35.1 иа a тне SI ШЕЕ НАТ S.2, L. 
È = EE. AFEC, 了) 为 分 划 的 2- 前: 图。 ТЕ (КИ 基础 
Злу И, ТНТ ТНА а. 
ЯҢ ?一 者 数 时 ， 则 在 .G И НН ТСИ, BAP NOI 
KAN HUL IRAAN. БЕРНЕ BS H. DE 
BHEO HEALE M. W X 05 3463085 9583 R ВА Г 
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存在 完美 亚 配 。 从 而 Haii 定理 5.2 007, “H Е 
Н Н) УЧАК у: t Мб WI”. 
下 面 我 们 来 证 明 此 命题 ， 

=>, ДШ SSX. . $ S, = уме), жане 
трон 是 — 4 эрй Ж. A Ба 
20(н= SOSIS, WINN St 

НФО VEX, ЛЕ 
1, X WEMA МЕКУ ЛЕ ESAN, ДЕ бе 
Bi; SIEK, VEY, $ S;GX RME 05.36 8.57 
的 最 大 点 集 。 ВОНА Bah > NS S H 
8. а Я BAAS AE sz R. 
HATRIA ДИНАР Жа Ну H rr Sa 4 
为 一 分 支 ， 考 虑 到 5, 和 S, RRR, ik Hi Sa AR 
КВ, ООН —5$)учи+ 1831; # H —S AAA N, 
00н—5)<151. TARRAA 18, 05,20, 
221815 15,11 +153121 15302008 5). OS = 
WI :>1+ ГА ЕЕ ЗЫ А аа Иве) 
若 四 :| = 15. „ан Po УЖЕ В Н о-о ЯЕ, 
FISI = I8,t= |$] RAH ES Ин ЖЕ S 
«УЖ S| >O ~S) , 故 册 定理 5.4 儿 天 存在 完美 匹配 

所 以 等 供 命题 线 立 ;… 改 有 #1 定理 154 公 也 设立 .8 š 
сав) MARIAW KR. O зыб) аве Ж. 
ЕСТЕН, E pa Д ОЛ G Sa Pep Az... 

+ Жж: Жейт т ЖЕ ЖОЙС ТЕЛЕЕГЕ E КУЗ Ф 

Бев Идва Р Ж, WO, Gy, еу G. EES ТЕГ 
жй, O(G—S)=n, X; m= G sn S БИЙИНЕ, 


于 是 由 于 G 是 ENS, RNE. 


ЕОС (Буй IG y: 


?se 


бое ре ЭЙС" 


ш, m 和 一 панз. эшн G S (s— узж 
Qa Sa 


-Bie 


 (C.Bergey 


ш. ЖАНЕ, TREO 是 连通 的 。 зэснивь 
证 如 下 ; 

C) 者 有 完美 F 配 村， 则 M ж B Хи, шее 
5.4, 对 一 切 SCV # 0 (g — S) <181. HASO 
0(O)= ө] =, а= (ОФ =з) F=, MI = 


эз at. | 

(二 震 G 是 无 完美 下 配 的 连通 图 жон G лї 
Е: ER, 使 得 G* 15 G RTIRA IE ERA НЧА ЬЕ 
ERER. BA, ELZAN AE. g U= {s Er), 
depri Mm, Qto, © Ие, 则 -名 二 的 
BAKEREN. ZEAN, Qiz MA аве ® 
不 是 之 美 匹配 ， 必 存 在 M 未 饱和 点 za PHAS ам. 
йб, Sm, М ж В. # Аар > ЖЕ» 
б), .出 人 8 的 最 大 性 ，M TEG саанан 
=. ҖЫ Өн о 上 必 存 在 一 ФЕ. s oM P 
тер», E этер», Зр Аво, 9810", = 
一 条 М-и й, Жз М 是 Ge 的 最 大 中 机 和 导 1， жаг" а). 
=r], U$, @3: UV ,. i G*—U 32 E + 是 完 
ERCE SER .6.14 ЖЕКЕН Е WK z, y, 2. 
xy YIEE), az& Е(0").. X 8 ySU 9-01 
存在 使 yu & у, 由 于 0 的 极 太 ,性 
+зе жЕ M, М, 的 边 数 一 定 大 干 ,G? 的 最 大 匹配 
крй. BM, MAAE 2 xz, уш. $ H жн M A. 
M, 在 G*-+ (xz, уз ЗН, mH 中 每 顶点 的 . 


1892 


Ез 132, B H 的 每 一文 均 是 路 或 图 ,它们 者 是 М, 
М, подни, жазан M, KAARS M к 

EZME, ЭРИТИЛЕТ 盾 ， . 

情况 1. == yat HATRIA. рана 
为 Hss, Hi. ` 

# Heh M, взята моби, эмнен... 
申 取 M SRE Н, „Ый, Ma КӨЛ ЖИЙДЕ Ө" A 
ÉN, AARTO FIM, У Се AAF pR ЖС 
Hash M, 的 边 数 大 于 M :的 边 数 ， 同 理 H „ен Ma 的 过 
EKF М, 的 边 数 ( 见 图 (4)》,- 


неет e 
Е 


eevwve-- 


pe М.Ш оя» 
i 
O 


оем Mois? 


am, шабу, шу е, л, у, шува) 
路 上 取 yz 及 М! SAR M ; 的 边 一 起 组 成 了 G* 
的 一 个 匹配 ; ШКМ. СЫ CARET! 故 
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`` Í 


情况 1 水 寺 能 。 ， 
:情况 2. 其 xz 02 yu НОА Сн, H xaz 
HAIRGE, Ba, у, zo m E C ih оН ЕТАР В. 
x газа, x REDE C hii BË (2), ЖО yz ЗП уш 
М. 的 边 及 уша BII Maira с" 
юке, 其 边 数 等 于 MMi| ЖОЙ) Эйт, E у, wK 
BARCHE, I yz M kabi у в М, 的 Ж ай зв 
ЭМ Мут b. откок, Жака 
Фм У 
£, АЗАЙ АЕА аан -可 的 各 分 
支 ， 均 是 完全 图 。 
“下 面 戏 任 意 的 SCV(G*) 考 察 RSSG S) 
151, | 


е), YS=6, 296) = О(С* 


а трі 
当 ? 偶数 

b), 3 $=ов S EEUN , G*—S @ Ub a, T 
4%, 

O(G*— .S)<1< TST,, А405) 10(6*—5)- 151< 
o<O(G*) ` 7 

су, чон ЗГ 8 С#<0 2 yk Es: 2, 
Ж, › 


006" 5)=0(6*-40- (SNU)) 
‚ | | S0(G*—U)+ SW, - 
.. =O(G*—U)+ 181 лд" 


#k 4*65)=0(6"—5) – 18] <ANT] 
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+T d*=maxd*(S)=max (O(G*), O(G*— U)— 


tu; 

对 G*， 设 它 的 最 大 匹配 边 数 为 四， 我 们 证 B m=O 
d*)/2 如 下 ， 

G) 4 O(G*—U)— Wion, ж, ds=0(G°). 这 
时 GBARARE, G*—U 66 Jy BEDE, £ 
т-ды дю, Ота, REY, Q 
Ж, BNS Седла F Bir Ag, УК, 
d*=1, #m=(r—1)/2=(z—d*)/2... 

(2)-8.0(G*—U)— U] >0 t, Яа" oe 
ШИ. Жн, G* 的 一 个 最 大 匹配 为 ，G* 一 0 各 分 支 自己 区 
配 后 ， 其 中 将 分 支 的 一 点 必须 与 дин, B FURA 
数 不 思 ， 必 有 中 个 奇 分 支 中 各 含 一 点 无 法 亚 贾 , 故 z=(? 
—d*)/2. . 

最 后 , 由 于 G 是 G* 的 生成 子 图 , ж O(G*—S)<O 
(G—S), АШ, d*<d, m=(s—d*)/22(r—d)/2, 9 
方面 ， 设 SoCV(G) 使 4=0 (G 一 5。) 一 二 和 成立。 8 d 
之 0， 人 G 的 匹配 的 最 大 可 能 是 G 一 Ss 各 分 支 自己 匹配 后 ， 
其 中 各 奇 分 支 的 一 点 与 S, HANE, Ri EPER dA 
奇 分 支 中 各 一 点 得 不 到 匹配， 故 m<<(r—d)/2, JA Tü m= 
—4)/2. 

综合 上 述 本 题 得 证 。 

5.3.5 (QAM Tutte 定理 5.4 来 措 述 无 完 美 匹配 的 
极 大 单 图 。 

(b) G R l, 且 + 为 偶数 ,5<v/2, ЗЕ. Ж 
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#(бу> Gue ó), NGRA ARE 


к. 

TE, (о) ЯЕ“ тахїта1”(%Ж)—И@ЖЛЕИИЙ. 
可 以 有 如 下 两 种 理解 (1) 理解 为 G 中 堵 再 增加 边 时 GRE 
成 具有 完美 匹配 的 图 。(2) 理 解 为 ?个 顶点 无 完美 匹配 的 单 
图 中 , 边 数 最 多 的 图 。 对 于 » 为 奇数 时 ,由 于 任 一 奇数 顶点 之 
单 图 均 无 完美 开 配 ,从 而 ,此 时 不 存在 理解 (1) 下 的 极 大 单 图 ， 
而 理解 (2) 下 的 被 大 单 图 为 玉 ,。 对 于 ”为 偶数 时 ,对 理解 (17 
的 被 大 单 图 G 就 是 定理 5.4 中 的 G*， 由 于 无 完美 匹配 ， 故 
存在 SCV(G) ,成立 0(G 一 S)>1S1 之 0, 所 以 G 一 S$ 一 定 仿 
ЖЕНЕ, 下面 由 人 的 极 大 悍 得 到 如 下 四 点 结论 .(A) СУ 
的 每 一 个 分 支 ,以 及 GTS ] 均 为 完全 图 .(B87G 一 S 中 不 含 伪 分 
去 。 这 是 因为 假如 售 偶 分 支 ， 则 我 们 往 可 将 它 与 G — S ЮЖ 
一 奇 分 支 合并 添加 新 边 使 构成 更 大 的 寄 分 支 完全 图 ， 最 后 所 
得 之 图 记 为 Gi， 出 作法 O(G,—-S)=O(G—S)>ISI , Ж 
G, 仍 无 完美 匹配 。 这 与 G ARKEA? 8. (C) G—S 的 
奇 分 支 只 能 有 |Si 二 3 个 。 这 因为 假设 G 一 S ЁЛЕ. 
其 奇 分 支 的 顶点 数 分 别 D >,, >, +з, Pas Ё>|$|, r+ 
е Fp t |$| == 1, #@ r +e iF Tr [51 == 
(8 十 1S1)mod z=0(mod 2), B & m |51 аба, 
БЕШ 62181-62. 5 15148, ук G— S rh t'ik В 
151 —1(@® ОЛЯ Ж. СВ) йо ЭЕ, ИЕП АЗЕ Ж 
而 得 到 与 G 的 极 大 性 由 矛盾 的 绪论。 故 &= 15] +Z, (b) Ç 
=K s МСК, +K, +s +K, да a). 综合 (Ay=(D); 
BARH СВ Ку МСК, КаК, s 42) 其 中 
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Pi, Pa, i, Pis KARZ, Pi Hrt ses |$] =>, 
对 理解 (2) 的 极 大 单 图 G， 则 机 在 理解 (1) 的 极 大 单 攻 基础 上 
进一步 考虑 。 首 先 我 们 在 ”，|1S1 困 害 的 条 件 下 ,， 任 取 G 一 
3 的 两 个 分 支 吾 ;， 吾 。， 它 们 的 顶点 数 分 别 为 ?1 P2, >, 


+e, =, жр йк Фи то "+ (2). AER а 


m=1, тато 1 RP= —1, то ИНИТ ВИЕ 
大 ， 多 次 应 用 这 结论 ， 我 们 知 G— S HIS HA ЖЩ 
且 仅 当 |S1 十 1 个 分 支取 一 个 顶点 ， 赋 下 的 一 个 奇 分 变 取 人 
一 2131 一 1 个 顶点 时 ，G 一 3 中 的 边 达 到 极 洒 。 此 时 所 得 到 


MEEA, M «a= (181) s 1814 (7205 
2 2 
-1), 01814 5-1. ВОВ Y 3 5 R, 3а [5] 


a ra, 


=0 81, 206)= (T Aaka. меж ктык, 


эчүе. 


这 就 是 理解 (2) 中 的 极 大 单 图 。 

OYERE I WORK Kor- V Krasno (> 
28, HAA) 除去 一 REEK Omio А Кеа 之 
间 的 边 所 得 之 图 就 是 反例 。 


显然 MG) 一 (1) (5+ (路 тои 


6—8), e= (+ 人 91) 00-0) = 


-3T 


0300-10016) <е(9). EHG, ERS HGH Кула 


的 /2 一 1 个 顶点 ， 则 O(G—S)=r/2+1>)S| =*/2—1. 
故 由 定理 5.4 知 G 不 存在 完美 匹配 。 

[ 注 ] 本 是 结果 之 所 以 型 错 ， 主 要 是 因为 " 极 大 "的 含意 不 
了 明确。 注意 到 (a) 的 证 明 过 程 中 的 个 ， 它 是 人 [图 定 的 条 件 下 
的 一 种 无 完美 匹配 的 极 大 单 图 , 且 G= ISl, F Ж е(й)= 


(,t( 1 )+a(p 一 9)， 着 讨论 这 和 意义 то жя 


AERAR, 4 eG, BREH 证 明 过 程 
知 ; G 具有 完美 匹配 。 但 讨论 这 种 中 间 英 型 的 无 完美 匹配 的 
RARE, EXTA. ; 


5.4 人 员工 作 分 配 问题 


分 配 # 个 人 做 # 件 工作 ， 每 人 能 馈 其 中 的 某 几 件 ， 问 能 
否 对 所 有 的 人 都 分 配给 一 件 他 能 做 的 工作 ， 这 就 是 人 员工 作 
ARAR. 

以 顶点 xi, =, а, RRA, MYu s Ya RRIK. 
x 与 y 3835 B IK x ,会 做 yy 这 项 工作 ,这 粹 一 来 ， 问 
ARED RBE, YRAN X HEE, MA РӘ 
算法 ， 可 以 解决 这 一 问题 。 

ЕНИ. е-и M 开始 。 

1. #X E М-и, ME 98, Жак Хон 一 个 
-M- 不 饱和 顶 点 , E 5= 40) 0 T=0. 

2. N(S)=T, Жр 151—1 „ЖЕ Ш/($)|<151, 
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ЖИЕ: QB, RAEAN X HEE, ЖИЫ, y ENSP 

з. ЖУМУШ т, k уг M, ЖАК 5, 
ШТО{У}К Т, Fe 2 b. WP Ia, -RAEM 
增 广 路 Р, И й=МАЕ(РУК М, RRIP. ` 


5.4.1 怎样 修改 匈牙利 挤 法 来 求 2~ 部 图 的 最 大 匹配 ? 

解 ， 注 意 到 匈牙利 算法 在 一 个 МОН а 0 ЗЕНА 
上 出 现 IN(S)| 之 IST 时 ， 根 据 Hall 定理 知 Ft s X 
葛 匹 起 而 伪 止 。 但 当 求 其 最 大 匹配 时 ， 应 继续 检查 :NS 一 
Фит X. S 还 存在 其 它 М-Л НЯРАВ 
点 都 找 不 到 M-A EN , 才 得 到 最 大 匹配 ， 概 握 庆 =: 类 法 ,. 
可 修改 匈牙利 算法 以 求 2 部 图 的 最 大 严 配 ,算法 步 ЖТ. 
Хе 匹配 M 开始 。 ` 

` . @S=%, ТФ, 

2. Ж XASE M-tü fa, Ш, SM, ад 
中 的 一 个 М-Ж, Ж$=5Ц1{в}, 

з. ЖС) Т, 转 第 6 步 ,否则 , 设 yEN(S)\T。 
. 4。 著 y 是 有 -饱和 的 ,: 设 yzEM, НАНА, 
TUt{y} 代 TT， 转 第 3 步 ， 否则 ，3 (4，y)- 交 错 路 是 М 
ГЕР, ИМА й=МАЕ(РуУК М, 转 第 1 步 。 

5. Ж XAS=@MJ#, 否则 ， 转 第 2 步 。 


5.5 最 优 分 配 问题 


在 人 员 分 本 问题 中 ， 把 个 人 的 工作 效率 考虑 进去 ， 求 使 
得 全 体 人 员工 作 总 效率 最 大 的 分 配方 案 , КУИ 
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ж. - i 
Заа ik NES 2- 部 图 (六 ，Y) 上 求 一 个 最 大 
权 的 完美 匹配 ， 或 称 最 优 下 本 。 жаш ЖУ; „ж БУП 
人 x+ 做 工作 y 的 效率 。 

定义 ， 给 顶点 v 一 个 实数 (о), жол мой Ж 
че. 一 个 顶点 标记 使 得 每 条 边 的 两 个 端点 的 标记 之 和 不 小 于 
BUHR, KIAINA. 

EX, жг m, Ery eE a) 
+I(y)=u(xy)y, G@,=(V , ERAT SR i a 
等 于 图 。 

定理 5655 设 i 是 从 的 一 个 可 行 顶点 标记 . EGRA 
азиа M*， 则 M* 是 他 的 最 优 王 配 。 

求 最 优 匹配 的 Kuhn~Munkres ЖЕЗДЕ. 

由 任意 的 可 行 顶点 标记 了 开始 ,- 狭 定 Gy - 在 С, 中 任 选 
一 个 匹配 , 夺 。 ` о" 

1. #Х ж Мао: WJ (AC 8 {ЫЕ 82), Ж 
则 。 设 是 一 个 М-н: Ssi; Tree, 

LAN a ONDE, ШН з. Ш Né, (Sy= 7, 
计算 ` ` : ` * - 

a= minta ббау)ьо i 
тер. зу 


rer 


给 出 另 一 个 可 行 顶点 标记 _ 
KOR 2; ы оЄ5 
Т(ьу= d ajta, Hver ' 
ue сфе 


UÎRI Gç 代 Gi。 

з. 选择 Nos(S)\T 中 一 顶点 y, ж Жу Жш М-Ы 
和 ? Ж М-Н уге И, 500205, TU{y} 代 工 ， 
转 第 2 步 。 否则 ，(u， 切 -路 是 G: 中 的 一 条 M- 增 广 路 
Р, B =M AE(P KM, ЖЖ. 


5.5.1 wXn 方 阵 中 两 两 不 同行 不 同 列 的 # ERRER 
合 称 为 方 阵 的 一 条 对 锡 线 。 对 角 线 的 权 是 它 的 # 个 元 素 之 
和 。 找 出 下 列 矩阵 4 具有 最 小 权 的 对 角 线 。 


5 1209) 61 wd 


4)5 Z 9 引 weh 


… 解 : :将 方 血 的 每 行 视 为 到 中 一 点 ， 每 列 视 为 了 中 一 点 ， 
方 阵 的 元 素 即 完全 2-С, Y) SW ANH Pb А 48 
RE 部 图 的 完 旨 亚 本 。 本 题 即 要 求 最 小 杷 的 完 现 距 忠 . 

设 J 为 每 个 元 冤 均 网 并 的 5 阶 方 阵 。 НВА, 

8 5 5 2) 
6 8 6 9 
5 4 т! 
7 о зв 
‘9 6 4 5 

原 问 题 化 为 求 这 一 权 矩 阵 下 2~ 部 图 的 最 优 匹 本 。 用 下 ha- 

Mankres 算法 求解 如 下 ， 


w mn o n o 
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办 
= 
<° 
ч 
o 
Kal 
° 
КЧ] 
© 


° 
р 
е 

© Ж o o 


° 


0—1 —3 0 
ЭЕМ аа ALRI, КАТУН 边 E L F 
相等 子 图 G 0938. ` 

* "38 G, 中 的 一 个 匹配 M 的 元 素 。 方 阵 中 由 算法 得 该 
M F, BF S 的 行 与 属于 了 的 列 都 在 矩阵 旁 标 出 了 。 且 
No,(s)=T., 

ЖАТ ЛЕ S 中 列 y 不 在 个 中 的 元 素 。 

求 得 041 一 1， 得 如 下 仙 方 阵 。 

ARDRE зо (1,1), (2,5), (3,2), (4:4), 5,3) 
是 一 个 最 小 权 的 对 角 线 。 

( 渡 是 入 可 在 原 方 隆 上 求 租 ， 只 概 聊 隔行 标记 定义 改变 
为 一 边 印 北 理 的 标记 之 和 不 夫 王 访 边 的 朴 色 可， ), 
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第 六 章 ЖЖ 色 


6.1 № ё Ж 


定义 ， 无 环 图 G 的 一 个 多边 着 色 是 把 CG) 划 分 成 个 
子 集 巨 ,(i 二 1，2，…， 有 的 一 种 分 法 ， 吾 ,中 的 每 址 均 着 以 
i 色 。 如 果 仿 中 任意 相 邻 两 边 均 着 以 不 同 颜 色 ， 即 忆 , 均 是 
恕 中 的 匹配 ， 则 称 这 二 边 着 色 是 正常 的 ， 洛 G 有 正常 的 
边 着 色 ， 则 称 G 为 khuska. ` 

定义 ， 边 色 数 (С) С 的 所 有 В-® ИЙ бин ВМ 
k, ë z! (G)=k, Ж G з в-а. айа n PS е 


(OAG). 
定义 ， 假 如 关联 顶点 洲 的 一 边 着 以 Га; ШЖ: Е Й 
点 v 处 出 现 . < . г a s: G 


定义 ， воюва ея, -用 ce(s) 表 示 在 v ЕШ 
现 的 不 同 颜色 的 数目 、 若 不 存在 另外 -一 个 和 r 边 着 色色 ， 它 
о 上 出 现 的 不 局 部 名 数目 为 ' (в) „е - ' 


ОРАСИ 
«бу vey 


则 称 多 为 G 的 一 个 最 优 一 边 着 色 。 
WDR 6.1.2 ке = (Е,, Ez, +, E ÆG 
个 最 优 - 边 着 色 。 若 存在 G 中 的 一 个 顶点 s 和 不 同 的 颜色 


+ 


акі, 使 得 i 色 在 # 不 出 现 ,而 j 色 在 = 至少 出 更 两 次 , 则 
GCE, UE Di t& s 的 分 支 是 奇 胃 。 -~ 
定理 6.1 若 G 是 3- 部 图 ， MX (GOA. 


6.1.1 RER- DURE, I: X (Kuan) 
АСК). 

WE, men, T£ Кы = =m, Ф X=. Д х4, 
U хы), Уу, Xyz, = Ун), O, 1, =", m—1 £ 
те, аир уш LRUIGLIYGaod т)@, 显然 这 
种 多 ~ 迹 着 色 是 正常 的 ， 俱 丽 我 们 有 %' (Kaa JSA (Kaa > 
另 一 方面 , 对 任意 G ES X (G)> A(G). ЖА СК. н) 
A(K,,,). 

6.1.2 WE Petersen 图 是 4- 边 色 的 。 

证 : 由 练习 6.1.506) (1). Petersen ЖДД 
PETKO. -从 而 Petersen manam, Bean 


` 


邵 图 所 示 它 是 Petersea 名 的 一 种 全 边 正常 着 色 , 玖 有 和 一 4 

6.1.5 (а)%С 是 2- -ERL 则 G RRA AERE 
Сети. ` R 

(8) 利用 (a) 和 练习 5.2. .3(8) 给 出 定理 6 1 的 另外 -个 
TR. 

证 ，(e) 设 G 是 以 (XX， Үжин, Х={х,, 
жа, се, жь}, (ур, ур, "©, У). ÆG RERNE, HU 
Ж G*=G, 若 G 不 是 正则 图 ， Ew A CG>KO), 我 们 
首先 将 СШЩ СР, CP 用 如 下 方法 构 作 2- 部 图 如 
ARR, ARAALU, PUDY, RAR G 
ПЕЛ А(С)2 А, ЖС, GH 中 的 对 应 点 间 连 以 边 
《图 中 以 ~ 一 - 示 之 ), 最 后 所 得 之 图 记 为 Ci， 由 G, 的 作法 ， 
G, 中 之 顶点 落 对 应 在 G HHEN AN, ТЕЕ Са 中 的 度 仍 
DA, MG 中 其 它 的 项 点 的 度 相 对 于 它 站 中 的 诸 应 点 
的 度 要 坊 加 І, Gi 已 是 正 财 图 ， 则 鬼 С=с; 否则 类 
似 于 由 G 构 作 G1 的 方法 ， 由 G, ЖИЕ G, mie 继续 构 作 
TE, 显然 Gs-s 即 为 所 求 之 G*; AHG яви, 这 样 得 
到 的 G* 也 是 单 图 。 

(0) G &— 2-80, 由 (a) 知 存在 一 个 A- 正则 的 2 一 
部 图 Gs，G 是 G* 的 子 细 、 又 由 练习 5.2.3(0д0П G* 是 可 1~ 
因子 化 的 B G* 可 办 解 成 A 个 完美 四 配 。 在 每 个 完美 匹配 
上 分 别 著 以 不 同 的 颜 全 ， 豆 然 它 是 G* 上 的 一 个 正常 的 A- 边 
着 色 ， 当 然 它 也 是 G 上 的 一 个 正常 的 A< 边 着 色 。 再 由 多 
С)> A(G), К (С)= А, 即 定理 6.1 RÈ, 

6.1.0 ”描述 一 个 求 2- 部 图 G 的 正常 的 A- 边 着 色 的 好 
算法 . 
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‚ * AGERE, PXS. ВАЕ Ar 

， 使 得 区 = 区 *， 且 仍 记 为 G。 对 GRI HIR NER 

иы 的 最 小 度 点 过 以 边 ， 直 至 各 点 的 度 全 为 A 为 k. 这 

样 得 到 一 个 A~ 正 N 2- 部 图 G*( 可 能 有 多 重 边 )。G* 是 有 完 
美 匹配 的 ， 可 用 匈牙利 法 求 其 完美 号 配 ， 且 在 算法 过 程 中 不 
会 出 现 SCX, IN(S) < 13 的 情况 。 设 MEG KARE 
E, M G*- 导 是 ( A-1)- 正 其 2- 部 图 ; {ЗГЕ ЕЖЕ ЖН. 
ZRELE, HERH G* 的 人 个 边 不 重 的 完美 匹配 。 每 一 个 
完美 匹配 着 一 种 颜色 。 这 一 边 着 色 法 йине др G- #8. 一 
个 和- 边 着 色 ， 

依据 上 述 想 法 ， 可 得 相 应 的 算法 如 于， э, 

и-ни GRZE, Y), Н>, ЖҮ mam. 
п Уе, X =e. ` 

Жов, 令 Ge 一 G 是 以 (和 ,了 ) 为 二 部 分 贡 的 & -部 : 
m. 、 

第 1 步 , 车 A(G*)=6(G*), А 1, 转 第 3 步 ， 
否则 转 第 2 p. 

Жо, MEX, Pegg, 

daw(z°)=min dolz), doly’ }=min der(ys) 

БЕЯ пе 

A Ge 一 G*+xay8， 转 第 ЫР, 

第 3 步 ， 任 取 G* 的 一 个 匹配 四。 ' 

第 4 步 : Ж 了 已 村 -饱和 ， 转 第 7 步 , 否则， K X h. 
一 个 M-RE As, E Ssi, Гаф, 

БЖ, Ж NCGS) MT 中 取 一 点 y。- . 

36 3, жуд М-Я, ж2уЄМ, 用 SU 

Ате 


DRS, ИТШУНЕТ, @ 852. AM, 3—#(u, 
yB М-ШГЗАР, ЖЙ=МАЕ(Ру М, RRD. 

ETE, ЖКА, ME G M, heki, G*— 
G"~M ， 转 第 3 步 。 

这 算法 中 ， 由 G 构造 G" 的 加 边 循环 次 数 不 超 过 | | A 
次 ,县 多 牙 利 算法 是 多 项 式 的 ， 效 此 算法 是 好 的 。 

6.1.5， 利 用 练习 1.5.8 和 定理 6.1 ШЕЙ. E GERK 
B, BAS3, MS 

证 ， 由 练习 1.6.8 的 结果 知 ，G 中 包含 了 一 个 生成 2- 部 
FA 右 , 且 对 任意 rE 满足 ds(v) 之 二 dolv)。 由 于 A(G) 一 
з ДОН), йоз в.г Я, 3 H 存在 正常 的 3- 边 着 色 。 
X MF da-san (0) = dolo) — ак (оу < idal) <È, Ж 


de-s (0) 为 0 ， 或 1 。 所 以 对 G-E (HIS UASU 
将 它 的 边 正常 着 色 ， 把 上 述 H 的 边 着 色 和 G-E (H) 上 的 
边 着 色 合并 起 来 就 成 为 G 上 的 一 个 正常 的 4- 边 着 色 , 故 
XOSA. 

6-1.6 18. X G 82-858, H 6(G)> 0, M| Ç # 
一 个 #- 边 着 色 , 在 G 的 任 一 个 顶点 上 均 有 站 个 颜色 ша. 

(R.P.Gupta} 

证 ， 若 结论 不 成 立 ， 则 对 G 存在 一 个 最 优 的 6- 边 着 色 
和 一 个 顶点 wE 开 ， 满 足 do(y)>>C(v)。 罚 然 2 AREE 
6.1.2 的 条 件 ， 故 由 引 理 6.1.2 知 ， 在 G 中 存在 一 个 含有 > 
HAE., 2M G 是 2- 部 图 不 含 奇 圈 相 矛盾 。 

6.1.7 设 x 是 连通 图 G 的 害 点 ， 而 

G—x=G,UG,, E(G ПЕ(61)=Ф,0,, С ЖЖ. 
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令 
GGU (GENU (1, 2) 

KH Е, = (ахахЄЕС(С), вЄУКСА)}, Gi, Съ 
边 可 着 色 的 ， 且 Ede(z)， 则 G 也 为 二- 边 可 着 色 的 。 

Ш. 设 i、 多 2 分 别 为 G，、G: 的 和 边 正 常 着色 法 ， 
多 (x, 2 ) 表 示 在 着 色 法 多 下 x 处 出现 的 颜色 集合 , Flg) 
表示 在 边 著 色 法 多 下 x 处 不 出 现 的 着色 集合 。 

G) #zZ(z,# ) Пу (к, #,.)=o, MERR, 

Gi) #g(x, INP, Fa а, =, 
azo, HT k2>d (x), do, (х) +40 (ях) ds. (a), 可 得 


I (xe ) NT е = (a, На) 
16605; ЭО (хы, 

. ыва ley tH r =n, 
WARE Py, Pa, 6, BaF a, PNF, Ea) E 
Gip, В, 色 边 改 着 drt d 色 边 改 着 p, @(+=1, 2, 
осн) ЖЄ, 的 另 一 多- 边 正常 着 色 法 多 ， 且 

- (х, ENGR, F= 
HGD), G 为 加 边 可 着 名 的 。 


6.2 Vizing 定 ЖШ 
定理 6.2 《Vizing ш) EGAN, М0) 
A 或 A 十 1。 
TH r н G ЖЫЙ, # СС) K (G ИЖ: 
GHEIRR, BW СЄЄ' (>), ЖЕЛ (G)= A(G+Y, M 
«149. 
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ЖСЖ, яа GEC3)。 判 定 一 个 加 属 于 何 类 
癌 定 ， 就 是 所 谓 边 着 色 中 的 分 类 问题 。 它 是 一 个 未 解决 的 问 
B, 8 P.Erdas 和 R.J.Wilson 在 《On The Chromatic 
index of almost all graphs}, J. Comb. Theory(B) 
23，255-257(1977) 文 中 证 明了 如 下 结论 ， - 


lim 1С:(»)] =1, ) 
ee [GO 


6.2.1 找 一 个 边 闭 色 的 方法 ,来 证 明 Х'СК..-1) =. 
‹К.)= =2n-1 

证 ; PEPER 1. SREK a T1- -因子 化 的 方法 ， 将 
它 的 2n 一 ! 个 完美 匹配 拔 出 来 ,并 对 每 一 个 完美 中 写 着 以 不 同 
的 颜色 。 按 定义 这 种 (2n 一 1)# 这 着 色 是 正常 的 ， 故 % Kaa) 
< 扫 24 一 1。 又 因为 有 Ж (К,,у>®А(К,„)=2п—1, ВХ" 
«К, „)=2п—1, 车 把 天 sw 中 如 练习 5.1.5Ke) 中 所 示 的 图 
的 中 心 点 以 及 和 它 关联 之 边 除去 ， 则 发 们 得 到 一 张 玉 se-: 的 
和 括 。 且 从 原来 在 :中 的 正常 的 (2 一 1)- 边 著 色 得 到 玫 ，。-1 
中 的 一 个 正常 的 (24 一 1)- 边 着 色 , 故 %' (Kaa) 21-1. 98 
一 方面 由 于 Kis: 中 共 2n 一 1 个 项 点 ， 故 它 的 任 一 个 正常 的 
边 着 色 的 每 一 色 类 中 至 多 食 有 一 1 条 ib, M Ki 共有 
{20 — 1) (n— 1) 条 边 从而! СК,.-:)2228—1. HA 
Х'(К,,„.,)=2п—1, 

6.2.2 Ш. # G ра, Н? ЖИИ, MU 
YX'(CG) 一 A 十 1 

证 ， 因 为 ?一 奇数 ， 故 C 的 任 一 正常 的 边 着色 的 每 一 ER 
最 多 是 二 (? 一 1 条 边 ， ATIA (G)P-1)>G), 又 由 于 


ITA 


GRENE, 从 而 e(G)= 去 Ap， # XOSA, S- 


Mih Vizing ZEA X (G)<A 十 1, 故 和 〈G) 一 人 十 1。 

6.2.30Ф(а) 证明: Ж G 是 无 环 单 图 ， 且 ?一 28 十 1， 
emHA， 则 %(G) 一 A 十 1。 (V.G.Vizing) 

(8) 利用 (a) 证 明 ， 

G) # G 是 一 个 由 顶点 数 为 偶数 的 无 环 正则 单 图 剖 分 一 
这 后 得 到 之 图 , 则 X'(G)= A 十 1; 

(Gi) # G 是 一 个 由 无 环 和- 正则 的 顶点 为 奇数 个 的 单 图 
中 除去 小 于 /2 条 边 后 得 到 之 图 ， 则 %'(G)= A +i. 

(L.W.Beineke 和 RI.Wilson} 

СВ) 单 图 条 件 应 该 要 求 。 若 不 加 这 条 件 ， 结论 不 一 定 
成 立 。 如 (a)? 一 3 的 无 环 4- 正则 图 就 是 一 个 反 例 。 类似 地 
<6) 中 亦 需 加 单 图 条 件 。 和 否则 结论 也 不 一 定 成 立 。(8) 的 反例 
JUAN. . 

Ж. (2) p=2n+1, ШР G 的 任 一 个 正常 的 边 
着 色 的 每 一 个 色 类 最 多 食 n 条 边 。 故 A 色 在 G 的 正常 的 边 
着 色 中 最 多 仅 能 着 nA 条 边 , 由 2>nA， Ék X'(G)> A. X. 
th Vizing 定理 %(G)SA 十 1 #k&2'(G)= A +I, 

C) GVE s(G)=2n+1, MER CGS AOG) 
1)+1>nA, hla m (С)= A 十 1。 

Gi) 设 扩 C) 一 2 十 1， 落 除去 的 边 为 k (<h/2)# , WJ 
#(С)=А/2—Ё,>Ёп= An。 故 由 (a) 知 , Х'(Су= A 十 1。 

《证 明 完全 同 于 (a) 可 得 ， 若 G 是 无 环 单 图 ， 且 ?一 2n， 
23>nA， 则 X'(G) 二 A 十 1!。 综合 (G) 与 此 可 得 命题 , 若 G 
REHAR, Н ербу/2) A， 则 XG)= A +i, ).` 
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8.2.4 (a) 证 明 ， 若 G 是 无 环 图 ， 则 存在 一 个 A- 正 邮 
图 G*，C 是 @ 的 子 
(DAEMEN 5 5.2.300), (Ë MDG NER, АЖ 
偶数 WJ X'(G)<3A/2, (C.E.Shannon 1949 年 证 明 上 . 
述 不 等 式 ， 当 A 为 奇数 时 也 成 立 。) 

E: (9) 完 企 类 似 于 6.1.3《Cq) 作 图 的 方 法， 可 求 得 这 . 
шї", ВС 是 单 图 时 ，G* 亦 是 单 图 。 YE 细 的 叙述 这 
里 从 路 。 

了 ?利用 (a)， 存 在 一 个 A- 正 则 无 环 图 Go, GÆ GH 
子 图 。 对 Gi 由 练习 5.2.3(b) 知 ， 它 是 可 2- р ИО, ВР 
它 可 以 分 解 成 A/2 个 2 因子， 而 对 每 一 个 2~ 因 子 最 多 用 3 
色 就 可 正常 的 边 着 色 。 故 对 G1 可 用 3A /2 种 颜色 正常 的 这 
着 色 ， 所 以 对 G, 的 子 图 G 有 %'(G) 所 3A/2。 

6.2.5 车 图 侣 中 任意 两 个 正常 的 和- 边 着 色 对 EGY 
导出 训 同 的 分 划 ， 则 称 G 是 唯一 的 &- 边 警 鱼 的 图。 证 明 每 
一 个 唯一 的 3~ 边 着 色 的 3- 正 则 图 是 Hamilton 

(D.L.Greenwell MH. v. Kronk} 

证 ,由 于 G 是 唯一 的 3- 边 着 色 的 3-EMJEI, RELH 
正常 的 3- 边 着 色 ， 从 而 G 上 每 一 项 点 三 种 颜色 各 出 现 一 次 。 
每 一 色 类 恰 是 @ 的 一 匹配 。 取 @G 中 1，2 色 的 边 所 构成 的 子 
Gi, ВЕ CC 的 一 个 2- 因 子 。 Ж G, ЖИШ, ШС, 可 分 
Ж С, GI 两 个 互 不 相交 的 子 图 . 对 调 G1 中 1，2 色 边 的 
颜色 ， 则 构成 和 原来 不 根 同 的 召 (G) 的 分 划 ， 这 和 各 是 叭 
一 的 3~ 边 着 色 假定 相 巴 盾 。 故 G, 连通 ， 所 以 G, REG H 
—# Hamilton M. 

6.2.6 单 图 GXH 称 为 单 图 GC, HORA, ХИА 
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ВА V(G)xXV(H), (u, 0) 和 (u ，27) 相 部 的 充 要 条 件 是 : 
RË цец’, w CECH), 或 者 v==v', w € E(G), 

(а) 利用 Vizing E 6.2, EHX (GxK:)=A(GX 
K.). 

(b) ж H ADEFE, BZ'(H)y= A(HY, WX 
(Gx H)=A(Gx H). 

ME, (a) A(Gx K,)= A(G)+1,#X'(Gx К) > 
A(GxK,)=A(G)+1, FEH Vizing 定理 6.2 知 只 需 
分 丙种 情况 来 讨论 。(1) #2'(G)= А (С). MAG) 
ёл GX{t1}，GX{2} 进 行 正常 的 边 着 色 ， 且 使 这 两 图 的 对 
应 这 着 以 相同 的 颜色 ,而 GxX{1} 和 Gx1{2} 间 之 边 着 以 第 
iG) 十 1 色 。 这 种 边 着 色 方法 对 于 CxK, 显然 是 正常 的 ， 
ЖНА (GK, JS (С) +1= A(G)+1, (2) #X:(G)= 
АСЕ) +1, MJ Z'(G)€ 3 Сх (1), Єх {2}) 进 行 正常 的 
边 着 色 ， 且 使 这 两 图 的 对 应 边 着 以 相同 的 颜 色 。 而 GX (iy 
和 GX{2} 间 之 边 ， 由 于 在 YA(G) 一 A(G) 十 1 аф, 对 GX 
4 中 任 一 顶点 ， 至少 有 一 种 烙 色 未 出 现 ,我 们 就 取 这 未 出 现 
的 颜色 来 着 和 该 点 关联 之 未 着 色 边 。 显 然 这 种 边 着 色 方法 对 
Өх К, ЖЛЕ ЖЕ, KRIMA (6х KAOH. 
综合 (1)、(2),， #2i(gx K,)<A(GxK,). 所 以 %'(Gx 
Ka)= A(GxK,), ` 

(b) 由 定义 A(Gx H)= A(G )+ A(H), # X'(Gx 
五 ) 产 A(G) 十 A( 五 ]。 另 一 方面 我 们 对 @Xx 五 中 避 的 每 一 
ЛД ах (ed, v €V(H), 2, 2, =+, Ха) бХ? 
作 正 常 边 着 色 ， 且 使 每 一 拷贝 对 应 于 9 的 同一 边 的 边 均 着 以 
局 一 色 . 我 们 还 用 A(G)+T1，A(c) +2, ，…，A(G) 十 
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AHER GXH Hy H ЕТ Да.) XH, u, EV(G)》 
BEES ЖЕ, ШУ (Н) = ЛАСЫ), АМ 这 种 边 着 
色 是 可 能 的 。 于 是 下 面 由 Vizing ДЕН 6.2 知 只 希 分 两 种 情 
训 来 讨论 ，(1) 若 % (GD) 一 A(G) 时 ， 则 上 述 的 边 着 色 是 对 
GXH GERTE S, #k K M OW (GXH) < Al) 十 
ACH). (2) x'(G)= A(G)+1 时 ,我 们 在 上 述 边 着 色 的 
基础 上 对 fa Х H та A(G)+1 色 的 边 ， 相 应 地 摘 成 1 
2, =, A(G)+1 色 中 在 台中 的 ut 点 处 不 出 现 的 那 颜 色 ， 
其 余 边 着 色 均 不 变 ， 最 后 所 得 之 边 着 色 ， 普 然 对 GX 及 是 正 
常 的 ， 改 此 时 仍然 有 X%Gx 互 ) 科 A(G)+A( 五 )。 综 合 (1)、 
{2), {ПЖ y'(Gx H)S<A(G)+A(H), койду (Өх 
H)=A(G)+A(H)= А(@х H), 

6.2.7 在 一 个 单 图 G 上 寻找 正常 的 A 十 !- 边 着 色 的 好 
算法 。 

解 ， 由 定理 6.2 知 ， 对 任意 单 图 ， 存 在 正常 的 A 十 1~ 边 
йе, Н A 十 1- 边 着 色 是 正常 的 当 且 仅 当 它 是 最 优 的 。 从 
而 我 们 作出 寻找 最 优 A 十 1- 边 车 色 的 好 算法 即 可 。 

由 引 理 6.1.2 知 ， 一 个 入 十!- 边 着 色 ， 车 存在 顶点 wf 
Жа], 使 i 色 在 #4 不 出 现 , 而 j 色 在 # 至少 两 次 由 现 ， 
ЕССЕ, ЈЕ JES и 的 那个 分 支 ( 记 为 G4y(4)) 不 是 一 条 奇 
固 ， 则 它 不 是 最 优 的 。 这 时 我 们 可 用 引 理 6.1:1 中 的 证 明 方 
法 得 到 这 个 A 十 1~ 边 着 色 的 一 个 改进 。 改 进 的 方法 如 下 ， 

Ж G, (ú) Æ Euler 图 , Æ G; (a) $ M Fleury Ж 
法 ,得 Gis(w) 的 一 个 Euler 环 游 。 

若 GiyGb) 不 足 Euter 图 ， 则 用 增 涯 一 个 新 顶点 并 把 它 和 
全 4s《#) 中 每 个 奇 度 的 项 点 过 以 边 的 方法 构造 一 个 Euler 图 

DE ET EA 


Gi (u), t) LEH Fleury 算法 ， 891 5 的 一 个 
Euler Ж 

将 上 面 得 到 的 Euler 环 游 ， 依 各 边 在 环 游 上 的 顺序 关系 
交错 地 着 1 色 和 了 了 色 。G4s(w) 上 的 这 样 的 边 营 色 5 G, (sy 
ЖЕШ A 十 :- 边 车 色 一 起 构成 了 GG 上 的 一 个 改进 的 A+1~ 
这 着 色 。 如 果 这 种 改进 的 着 色 仍 不 是 最 优 的 ， 又 可 重复 上 述 
过 和 恕 ， 直 至 得 到 最 优 约 A 十 1- 边 着 色 。 

算法 的 具体 步 又 如 下 ， 

Жо. 4(0,)-0,0851, ,9); 任 给 一 个 A 十 1- 边 
MEE E,, ++, Ean) 

ВІ, 0—c,(h=1, <+, y): 090, ls 

第 2 步 , Ф Реф, 

第 3 步 , 车, ERv, EE, PUt{r, ti— P, 
转 第 44 步 ; ЩИ, ИБР, 

#4, E,N (s.n) —E,, 863 3 步 。 

第 5 步 ，YhEJP, 令 cs 十 I 一 cy。 

Жай, BcA ti, еті, 转 第 2 步 ; 否则 ， 
L KES ` 

第 7 步 ， 若 <?， 则 9 十 1~*g， 转 第 8 p, 否则 ， 停 。 

Ж, Kecdi МЮ вәс, 34, је, лса 
iH, j €D HSE, RB GCE UENDE "的 分 
Xala), ARo, ЖИ, ТЖ, 

Жж, EGC) 是 Euler Eš, 在 G, (a) кел 
Fleury Я, Ж, ба) 6—1 Euler й. RBP. 

第 10 步 ， 增 添 新 顶点 ,构造 Euler 图 Ө?,(ш), 并 在 
09,(4) 上 使 用 Fleury ЖЖ, 求 G(s) 上 的 一 个 EBuler s£ 
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ў. 转 第 11 步 。 

第 11 步 ， 将 Euler 环 游 上 的 边 依 序 排 好 ， 次 序 为 奇数 

《偶数 ) 且 属于 О, (иаа Е. (FE), (Е, Е(О, 
U) UE =E, (Е, ECG ОЕ SE, vha: , ў, 
Е.-Е,, HELP. 
O 算法 的 第 1 步 至 第 3 步 是 判断 A 十 1- 边 着 色 是 否 为 最 优 
A 十 1- 边 着 色 ， 这 里 主要 是 算 各 顶点 出 现 的 不 同 的 颜色 数 
е1, ну ,其 运算 次 数 不 超过 (3( 2 ) +» at. 
第 8 步 中 构 作 Gy(9) 的 运算 次 数 不 超 过 sy， 第 9 步 至 第 11 
步 是 改进 A 十 1- 近 着 色 ， 其 中 主要 E Fleury 算法 ,已 知 
它 是 好 算法 。 且 改进 的 循环 次 数 不 会 超过 28。 因 而 算法 是 好 
的 。 

8.2.8 Ш, EOR 6>1 的 单 图 , Шс 
《6-1)- 边 着 色 ， 使 的 每 一 个 顶点 均 出 现 (6-1) 种 请 色 。 

(R.P.Gupta) 

证 ， 用 反 证 法 ， 若 О REEN- HA ee 
XE,, Ey, 0, Esai), Жо 点 处 存在 ia 色 未 出 现 ， 于 是 
由 Clv1)<6-1<6<d(lv1), жо 点 处 存在 fr 色 重 复出 现 ， 
Rho Bih 色 边 所 到 达 之 顶点 集合 矿 *: 中, 着 存在 好 GE 
Va PK 磋 色 重复 出 现 ， 将 多 中 to 波 改 善 i 色 。 其 余 边 
着 色 不 变 ， 所 得 的 新 (6~))- 边 闫 色 记 沪 多。 显然 Ct(o) 一 
`C(e:)+1, С.(02)2С(01), ЖА (ЖЖ, TE 
ZOZO) деа: У, 中 任 一 
顶点 对 站 色 均 只 出 现 一 次 ， 任 取 oG Kd AA dlo) >> 
6~1， 所 以 在 9 点 必 有 is 色 重复 出 现 , 一般 R, TAA 
把 下 性 属 的 点 列 91、v2、*…、 vs， 对 j=] 2, 0, ВС 
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vp 边 着 i G, Bi 色 在 by 点 处 重复 出 M, TE v 
点 处 出 现 一 次 。 考 察 vs， 因 为 d(e,)262>0-1, # E s, 点 
处 存在 入 色 重复 出 现 。 设 由 vs 经 共 色 边 所 到 达 之 顶点 集合 
Via th, Ж о ЄЎ, TAr 色 重复 出 现 ， 现 将 
Зоол DAM ici B, osa ШЕ ЖА, 其余 
边 着 色 不 变 ， 最 后 所 得 的 新 的 《6-!)- 边 着 ERAZ, BA 
<,()=C(s)+1,C,G00)2C( (j 2,5), Сәбт) 
200027), на Со) РА 5С,)>5С(), 


те ERRATE KI en 中 任 一 顶点 ,is 均 出 现 一 
次 。 从 而 上 其 有 上 述 竹 质 的 点 列 和 色 列 均 可 以 无 限制 地 延续 下 
ЕА ЕЕ ИТЕУ ТАИ Р АЕ РИСА 
f +, PARERES h, 1, <l, баб, 

HERAA DDr Va оаза оу 边 
Mi E, Но, 点 处 iy GRABI, Æo RELER 
出 现 一 次 。 更 在 多 的 娑 础 上 ， 重 新 着 色 如 TF: vvs ШК 
Mii 色 (7 一 1，2，…， 有 了， 其 它 边 着 色 不 变 。 此 时 mx 点 
处 多 了 一 个 沁 е 点 处 少 电 现 一 了 个 记 色 ,因而 新 着 
色 仍 是 一 个 (5-1)- 最 优 边 着 色 记 为 多 ,对 多 :而 言 ,在 ok 点 
处 , bi, 色 ， 但 六 + 全 重 复出 现 ， 由 引 理 6.1.2 G(E U 
Еа) о КОЗЕ, НАЕ нея 
бака. ТЕШЕН ЕЕН ө, ro) НВА, ЕИО 
t tia ER, MARKA BAS", ре", Erra 处 
者 加 一 个 后 E, MEn AEDT ia e, mime 
AB494838. Б "(150 (0-1)-ҖЫ А Re T 
ЖШ, 58.1.2, ОСЕ", UE”, „Этан 点 的 分 支 
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Ху, ХАРЕ Е, ВЕЙ onn 边 的 着 色 不 变 ， 
仍 为 y+s 色 ， 其 余 之 这 安 按 iy、i+42 色 ， 所 得 的 新 的 边 着 色 
类 似 上 述 证 明 仍 是 最 优 的 ， 且 在 mt 点 处 增加 了 i @, TE 
处 少 了 一 个 和 色 ， 依 次 类 扒 ， 可 一 直 作 下 去 ， 且 
ЖЯ АНОН ЕЕЕ, HHE or- 点 处 
失去 和 AN, Wavin BRER E, MAK 新 的 边 着 
Ë, Tvri RRIT aE, Eo ADT B 
从 而 它 仍然 是 最 优 的 。 但 在 w 处 , пе. 色 出 现 最少 有 三 
次 。 从 而 G hi, EWA ша 色 边 的 导出 子 图 中 A о 8J3F- 
ERFARE, AMIM FA, AME. 

(在 李 小 睦 著 的 《图 论 导 引 ? 中 有 较 多 的 边 着 色 结果 ， 特 
йан | 

定理 12.6 Я#@'=б—а& Ak-Re, Radola). 
hzdo(B)， 且 对 vx€ Ns, (a) 


k xb 


4,'(х)+то (x, a)< 
К | А-1 x=b 
NO 也 为 和 - 边 可 着 色 。 其 中 сь EE), Ne (a) #9" 
Фуа и, то (x, а) x. a Ш. 
利用 此 定理 可 推 得 多 重 图 的 Vizing 定理 ， 以 及 许多 
重要 结果 。) i 
| 6.2.9 AAG, F= (s (и) = А}, # GU) ER 
Ж, 则 GEC!。 
证 ， 对 * 用 数学 归纳 法 。， - 
?一 0，1 时 结论 显然 成 立 。 设 e 二 m 时 结 tRy, ME 
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#=m+1 时 结论 也 成 立 。 

鳃 于 @ 满 足 题 中 条 件 时 ， 必 有 MEF(G (Еу), 使 
ааб) 1. # ÈE = 0-00, HP R danl) =0, W 
wEElG), denli) =1, W uwEEE). 

# A (G< A(Gy-r, MEH A-LAG, 出 上 
面 括号 中 的 定型 12-6 知 , G 也 为 A(G)- 边 可 着 色 ， 从 而 
GEC!, - 

Ж А(О' у= Al) ER G' 满足 题 中 的 条 件 , 且 2CG' ) 一 
m， 所 以 Л J A(G)- 没 可 着 色 。 再 由 定理 12,6 
知 @ 也 为 A(G)- 边 可 着 色 ， 从 而 GEC+。 

综合 上 面 论 证 得 Ge C: , 

(关于 边 着 色 的 进一步 知识 ， 可 参阅 S. Fiorini ang 
R. J. Wilson(Edge-colouring of graphs}1978.) 


в.з 时 间 表 问题 


定理 6.5 ORRA, B p> A, Шер 
不 相交 的 匹配 Му, Му, o, М, ER ESM, UM, U 
UMs, Bxt i<i<p 38 Ж (s/p)<QM ESte/p), 

Ж. ЖГ е 种 课程 被 安排 在 p 节 课 的 时 间 表 内 ， 则 一 节 
课 平 均 讲 a/p 种 课程 ， 且 至 少 需要 {e/p} 个 教室 。 


6.3.1 在 一 个 学 校 中 ， 有 了 个 教师 和 12 个 班 。 在 每 局 
进行 5 天 教学 的 条 件 下 ， 教 课 的 要 求 由 下 列 抢 阵 给 出 
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Y, Y, Y, Y, Y, Y, Y, Y, Y, Yio ҮҮ 
32 333 333 3 3 3 3х, 
136 0 4 251 3 3 0 4|X, 


505 57 0 050 5 05 5[, 
P= 
24242 424 2 4 2 3|x, 
35220 314 а 3 2 515, 
550 0 5 5 0 5 ° 5 5 ох, 


оза 3 4 343 4 33 0 X, 


其 中 pes REUT X, DAR Y, 班 的 节 数 。 试 问 ， 
2 (9) 一 天 分 成 几 节 课 ， 才 能 满足 所 提 的 要 求 ? 
O) 车 安排 出 每 天 8 节 课 的 时 间 表 ， 顺 要 多 少 间 教室 ? 
解 ， 设 由 短 降 户 对 应 的 2- 部 图 为 9， 我 们 有 ，d( 下 ,) 二 
q(X,)=d(X ) = d(X.) = 35, d(X,) = 32, d(X,) = 
d(X,)=34; V(GY=19; 1806)=240. 
(a) A m35， 由 定理 8.1， 有 35 个 不 相交 的 匹配 。 所 
m, ` RART =S PARTU EARR EA. 
“(58) HEE THRA 240/(6X8)=6, MERRY 
ЫЙ kaka o 
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第 七 章 ”独立 集 和 团 


7.1 A z 


ех. VV(G) 的 子 集 S 称 为 CG 的 独立 集 , 当 且 仅 当 S р 
狂 意 两 点 均 不 相 邻 ， 车 4 中 不 存在 独立 集 5' ,使 1S |> 15], 
则 称 S 是 8 中 的 景 大 独立 集 。S(CV ) 称 G Кк НК 
26 中 的 任 一 边 至 少 有 一 端点 在 S rh. 2 9 中 不 存在 覆盖 集 

‚ EÈ IS'I< І, ШЕ SAW S. 类 似 可 定义 
ty 这 里 从 略 . 

定义 ，G 的 最 大 独立 集 的 顶点 数 称 为 独立 数 , 记 为 CCG)， 
如 的 最 大 边 独立 集 的 边 数 称 为 边 独立 数 ， 记 为 w《G)，G9 的 最 
小 覆盖 的 顶点 数 称 为 覆 益 区 ， 记 为 A(G); Ой ЛЕК 
DAHAR, A p (G). 

定理 7.1 SCV поваля SRON 
яж. 

RII афв», А 

定理 7.2(T.Gallai) #020, Ша +p =>. 

定理 7.5 2- 部 图 9, 若 6>0，, Masp’, 


7.1:1 (о) 证 明 ，G 是 2- 部 图 的 充 杰 条 件 是 对 G i ttt 
FEH, й aH yH), 
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(O) 证 明 ，G 是 2- 部 图 的 充 要 条 件 是 对 G 的 任意 子 图 百 , 
6(H)>0, 成 立 a(H)=p'(H). 

Ж, (аў, 由 于 G 是 2- 部 图 ， 从 而 它 的 子 图 召 亦 是 2 
都 图 ， 显 然 2- 部 图 顶点 分 划 ( 开 ， 了) 中 的 X, Y 均 是 2- 部 图 
HAXA, а (Н) > max(|X(H)|, (ЕСН) 
*(H)/2. 

<, ВЕЙ. ЖӨ 不 是 2- 部 图 ， 风 GS Am H. H 
EG 的 子 图 , Ba(H)= + (СН) 1) < (H), 这 和 和 
假设 矛盾 。 故 G 是 2- 部 

(бут, B+ А92 ;部 图 ， B.ó(H)>0,WJ Hi PE7.3 
а(Ну=в' (Н). 

<, ARER, #СДдЕНЫН, ЯСЕН, бт. 
а(Ну<В' (H), KRRP. MAG ELRES ` 

7.1-2 一 个 图 0а, EMEEK C E(G) , 
均 有 a(G 一 e)>a(G) 成 立 。 

Ш, а-н 

И. а-я ЕА, BO BPB 3 连通 的 有 
割 点 的 无 环 图 是 非 o- 临 界 的 即 可 ! 

设 @ 是 连通 的 有 基点 的 无 环 国 ， 由 割 点 定义 可 分 ECO 
JE.. Е, ÈB 6,=6(Е,), 6,=6(Е,), риш Эу 0 
公共 交点 。 WEY(&=1, 2) 是 сиру НРО 
连通 ， 五 % 非 空 。 下 面 分 两 种 情况 给 以 证 明 : 

(1) G 的 一 切 最 大 独立 集 S8 均 不 售 u 时 , 若 有 aa 一 maE EY 
使 得 a《G е) >а (6) ， 且 设 S' 是 G 一 e; 的 一 个 最 大 狂 
LR, HR |S'| =a(G—e,)>a(G), WS шш, B- 
S' 不 信 m 或 4,S' 是 G 的 独立 集 , 但 151] >a(G), FAFE, 
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"一 S 八 Nd 是 G 的 独立 集 , н 1571 = 1573 а ell), 
从 而 S" 是 G 的 含 w 的 最 大 独立 集 ， 与 条 件 矛 盾 ! 故 对 一 切 
e ECETIA a(G—e,)=a(G), G 非 c- 临 界 。 

(2) G 有 最 大 独立 集 S， 使 ES 时 , 令 Si 一 Sn7(G:)， 
5,=5ПУ(Ө,). 

mk, S, 是 Ө, 的 最 大 独立 集 ， 否则 ， 与 S 是 G 的 最 大 
ЯА (0) = 151 = |51] + 18. 一 1。 这 时 ， 著 有 
EBY, es EE, 使 得 a(G1 一 el)>a(G;), а(@,—е,)у> 
ECG), 设 Ss 是 G， 一 es 的 最 大 独立 集 。 当然 15 外 一 1 二 
a(G0,—e,)—12a(0,), ESES USAN WJ Sr g G 
的 独立 集 ， 且 
1S']21S;] + 1S4) —22e(G,)+a(G,) 

e= [Si] + IS > SA 15,1—1=0(6), FR 所 以 , 要 

Z Ме, € EY #a(G,—e,)=a(G0,), ЖА Ve, EEH, 
—e)=a(G,), ЖН, M S, 中 如, 一 ez 的 最 大 
жу. FE, 5-5, US 是 G 一 es 的 最 大 独立 集 ，c(G 一 
*a)= 151 =a(G), ik G3Fa—18 

男 证 ,由 系 7.1 知 ，G Ea- 临界 图 必然 也 是 SERE, 
于 是 利用 练习 7.1.3(a) 本 命题 成 立 。 

1.1.3 AIHER ec (0) 6(6—е)< ВС) 
. 妇 为 -交界 图 .证明 ， 

(a) 连通 8- 痢 界 图 无 割 点 : 

O) AGEE, MALHE _ 


E. (a) ЖӨ ЛЕЙ шЄ (б), WARE, J. HE 
да AROG HBR, GME G—x—s А 8 Е, Bl 
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Муч) ROWER, k P(G—x—y)+12B(0)>8(G—x 
—у), 所 以 BP(G)=B(G~x— 


Н у у), h p> 
Кел 5),8(@— уу28(6—х— у), 
FEE B(G—x)= В(0—х— 
y)=B(G—y).38 T 9—0 
1.1.3 一 的 最 小 覆盖 分 别 记 为 M。， 
М, АЛЕ МСУ (ТУГЫ, B INI < 1M,nV(7)I ， 
H W=NU(8M.DV(TD) U ау бй, TEA 
(у | EIN tit IMeNV (CH) SE MAVON + Ms 
NV(H)I=1Ms|=B8(G 一 x), XM Өк В-нин Н. A 
TA ДА 21 ИСӘ, М ГИС) EJ HRE. 
AM, AVUN Ute) JORR, AA ІМ. ПИСЕ 
LIM NAUA +i. SR=M ПИС) ЦОМ, NEY), 
B REG кш, АЛЫ OSMENA (Т)! +1М,П 
РСН < ІМ, ПИС i+ |M AD = М} +1=Ё 
(G—y)+1, AUR ІМ. ПИС =M ПИС +1. 下 
HGR = (М, ПУСТ) ОСМ. ПИСН)), GEG—x— y 的 
一 个 覆盖 ， 故 有 #(0—х—у)<|М,ПУ(СЛ| + IM. ПЕ 
сну < IM AVUN + IM ПСН = Mel =B(G—x), 
这 与 (0—х—у)= (0-х) А, Ж G 不 存在 制 点 。 
яі. нета я, G 是 B~ 痢 界 当 且 仅 当 G 是 c- 临 界 ， 
再 由 练习 7.1.2 知 ，G 无 着 点 。 
(b) 用 归纳 法 证 明 。s 一 ! 时 ,结论 显然 成 立 . 设 s<R 时 ， 
铺 论 均 成 立 。 现 设 MG) 一 A， 考 虑 G 中 的 最 长 路 ke WH v 
"Da 令 Gs"G 一 0;， 若 Gs 连通 ,由 于 e(Ga)<<h 一 2 == 
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(9) —2, онан (6) EJH REEE 
BO EBG E+1 SHEDE OHD G, 
不 连通 ， 设 4: 含有 两 个 非 平凡 分 支 9,(1)，Gr《n)， 且 不 失 
一 般 性 可 假定 0,E Gan)，vov1 EEU), FEER Ж 
在 路 Vo01v2.…vs。， 它 比 ps 更 长 ， 了 矛盾， 故 Ga 中 至 多 仅 能 食 
有 一 个 非 平凡 分 支 Ga(m)， 显 然 育 e(G,(a))<8—2=s (G) 
一 3， 让 归纳 法 假设 B(G,G(0))<+-(e(G,(0)+1), XG,(n) 
中 的 点 覆盖 再 加 上 os ， 就 构成 G HAAR, KAOSA 
CODAIL (e(6,(0))+3)< LECHI), A, R 
论 @a 连 通 与 否 ， 结 论 均 成 立 。 


7.2 Ramsey 定 理 


EN, V(O 中 的 子 集 S， 若 BKS] 是 完全 国 ， 旭 称 ж 
单 图 @ 的 团 。 

TRS 是 G 沟 团 的 充 要 条 件 是 S 是 Ge 的 独立 集 。 

定义 ， 对 任 给 的 正 整 数 对 &，5 ， 称 满足 如 下 性 质 的 最 小 
ЖК п GUA г(#, 1уузуВатзвуф , FERN п А-ДАН 
жета К, TA RE L 4 ORO SE. 

Ramsey 507701930: F.P.Ramsey 给 予 了 证 明 。 
为 了 推广 Ramsey 数 区 定义 ， 它 还 可 等 价 闻 定义 如 下 ，“ 对 
全 给 约 正 整数 对 4，1， 记 r(h， 门 是 满足 如 下 人 性质 的 最 小 正 
жй п, ХК, 0-е E, Е.) h, Ж 
ЖУКЕ УЖК, TE, RKE AKFA. ERHEX 
EaR Ramsey 82” X Ramsey88, 
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定义 ， 对 任意 的 正 整数 列 & kp, 0, Ва, ЖАР 
性 质 的 最 小 正 整数 8 记 为 (hi, ki, = ,km) 为 广义 的 Ram~ 
36y Ж, ЖК, 的 任意 m 边 着 色 的 边 分 划 ( E ,, Er, +=, 
En) т, BAERS IOSiSm), К, СЕ 中 包含 Ks 于 
图 。 

定理 7.4 对 任意 的 整数 对 h2>2，L2>2， 总 成 立 r(&, 1) 
=<r(&—1, D-rr(&, 1—1). 

定理 7.5 (D< (ETS), 

定理 7.6(P.Erd5s》 r(&, p2, 

定理 1.7 rhi hr, ) (8—1, kre, Б.) 
ЧЕ, ka, +з, Ва 1)—m+2. 

жтт ratl, katl, =, Ба +1) САН) 

ИП 


ЖХ, r(R， 站 一 1 个 顶点 的 单 图 G， 若 它 既 不 食 K, T 
E, ЖЖ@ 7 个 顶点 的 独立 集 ， 称 GH (k, 1)-Ватзеу к. 


1-2-1 ÆA: Ai kI aRar, D= r (1, B). 
‚ 诈 : 由 于 车 含有 太子 图 , 则 G* 含 有 名 个 顶点 的 独立 集 ; 

жа 含有 工 个 顶点 的 独立 集 ， 则 G? 含 有 天 : 子 图 。 故 中 Ram- 
sey 数 定义 ,成 立 r(&, D=r(1, В), 

7.2.2 证 明定 理 7.7 和 系 ?.7.。 

Е. ELTER, Фл, 1,8,4, Ва) (8, 
kimle Б) еВ Ва Б 1) тъ2, 任 取 一 个 
天 5 的 mt- 边 着 色 ， 3638043215 (E Er Ea), К» 
中 任 取 一 顶点 pE (К „), RA ох ЮЧ b di 38 i @ 35 Sk 
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WAT ,显然 有 mi 十 Ya тав, (0) 0—1 [0-1 
Вз, В) 17+ СВ, Raees, ka 1)—11+1, 808 
ВЕЛ бст), WE турт (hi, д, kamil, 
gais б, ha), ЖЕ K thi K, ИАН 
Яп о ЖЕК а, В.К. Ет БЕЙЕТ ERY 
Күрт ИНА, hrl, эз, kyr Буур", 
EnH, Sixin, AEK h EERU i a Ke, +. 
图 ， 则 这 Къ Е ЕК, тешет i GHK 
子 图 ,反之 则 在 Kry 中 存在 着 以 j 色 的 民 ay-: 的 子 图 。 于 是 
Krs- V 0} 一 Ks 是 上 述 K。 的 tw- 边 着 色 中 着 以 j 色 的 子 图 。 
8 ЕЖ, Ш ХЮ Ramsey 数 定义 知 ， 定 理 7.7 成 立 。 
系 7.7 的 证 明 ， 用 归纳 法 对 8 一 外 А-А, tetka, WME 
W. Ята, 1, +, Оет оо =n ++. 
+ к< tki tt kam k, B E, S< h (i=1, 2, =, m) 


, ， КТ Cer th, tetka) 
8, (Аза, i, e, САЛА) ар 


立 。 FAHI, kiti, эе, А.у, kiti, =, 
»+1)+т(Ж +1, 8...1, е, RA FA) telki +1, 


~ Chite thai) L... 
бк, ha) (ту riksi t 


кобак) 
kit Аар (Aami) 
= (ны, 
ТЕТЕП 
TLI 令 mr 表示 所 有 ji 均 为 3 #$Катзеу ЖО rki, 


eeka). 
' (ay ER: r.<n(r,- i —1)+2, 
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(b) 注意 到 r=, MEC), EA: твр elti, 
(с) #£.r,<17. (R.E. Greenwood ñA .M.Glea- 
son, 195507 rL. =17, ) 
її. (©) 对 久 +。-1 进 行 n- 边 着 色 , 其 色 类 边 分 划 为 (Ei ， 
K: ‚ En) # 1 еши, MPA E енна 
ож 1 色 不 出 现 ， 则 此 时 是 (n 一 1)~ 边 着 色 ， 按 ra-1 的 定 
x BEA OKIS) 对 应 的 区; 的 导出 子 图 中 含有 天 。 
的 子 图 ， 故 f+(2，3，*…，3) 扩 ra-1。 类 似 地 有 (3，*…，3， 
o2, 3,0,3) еар. FERRETT A, ки (2, 3. e, 3X 
+r(3, 2, 3, ++, 3) (3, +, 3, 2)у—п-Ь2<йпг„-{ 
—n+2=n(r,-i—1)+2, 

(b) 由 于 rs 一 6， 直 接 验 证 rz 委 [21 6 十 1 一 6， 故 命题 

Ш n=2 时 成 立 。 用 归纳 法 ,假如 rs 所 [nr1 6] 十 1 成 立 。 由 
2 (a), ra S<(n+1)(r,—1)+2<(n+1)[ni е1+2 =(m 


жо[ (+ 二 十 一 二 于 二 和 + 二 Cn 


Ll nont 
(++ кыы. 另 -方面 ,|(*+Die| [+ 
ti (rira + ЕФ = 
@G+Dr(1i+ +++ 


(hiyi 


CT )= 


x(1+ + КШ). та sfet: #]+. 


(с) 由 (b)，rs<[31 е]+1=17, 
1.2.4 засна, ШАН), X 
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TERAVIH), Gu, o), огу BU ЖЕ 
{+5 аа € E(G) ж u=u', w CECH). 
(a) 证 明 e(GLH])<a(G)a(H), 
(Б) 利 骨 (a) 证 明 
r(RI+1, RI+1)—-12(r(R+1, R+1)—1) 
x(r(¿+1, L+1)—-1); 

(с) 推导 r(28 十 1，2? 十 上 区 5 十 !，， 对 一 切 的 n2 0 
BEZ, (H.L. Abbott} 

(d) 推导 (Ве +1, k HLM 1, 2] 0) nZ0 39 
成 立 ， 其 由 r(Ë&+1, h+l1)=m-1, 

šE, (a)ikI , Г 分 别 记 为 G 和 万 的 某 一 最 大 独立 集 。 
СД Goa) HHC, vla СУС), vey (Hp F 
-REMA 0 [H] pR, Zov EECH), N 
HEREN, Сб) цаа (и, v) аго. 
АЙДИН, kh a(G[e о) =а(0), +£ ӨН] 仔 一 - 
IREF U, p) uE Io, 561), 或 与 其 中 某 一 顶 点 AB: 

， 从 而 有 a(G[HJ)<a(G)a( H), APREA, Фа, 
М о,о' ИЕА 和 玉 中 不 相 邻 , 则 出 定 义 知 (4,9) (io). 
(ur, v), (w0) 在 GE 及 J 中 亦 独立 ， 于 是 {Cg,o)1u€ Lo, 
?Ej 外 是 GLH] 中 的 独立 集 , AMGA). 
所 以 a(GEHI)=a(G)a(H). i i 

《 注 ， 这 里 我 们 得 到 的 结论 比 (o) 更 强 。) 

‚ ОЖ 6 为 (k 十 1L，&k 十 1)-Ramsey M, HEXA, «(GY 
<, a(G°)<k, ЕНТ, 1+1)-RamseyÉ4, # 
a(H)<t, а(нН°)<1/ (ayu, a(GLHD<a(G)a(H) < 
不， 获 人 五] 中 不 含 好 十 1 个 顶点 的 独立 集 。 另 一 方面 下 G 中 
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WK, FAR € EC(H)R8I, K.[eo' 1E HJH K, f 
WEH Jow 两 点 构成 的 空 图 ,由 合成 的 定义 ,(s,97) (а, 
ю')2 Е KCH рн, k КН, ЖЖ 
全 子 图 仍 为 玉 *。 利 用土 面 这 二 结果 易 知 , 落 开 six(G) ， 天 3 
(H), (h<, LLD), 59120, Наках, M 
Ka (OLK i (H)]=K,, i RAH] PURKAN, Ж 
ӘНІНЕ К, ZETE., Т Кащвеу 数 的 定义 
ж, (Ы+1, hR1+1)—12e(G[HJ)=(r(h+1, В+1)—1) 
<Xr(j+1, I+1)— 1), 

(e) 由 (5) 及 r(3，3)=6, FE r(2"+1, 2"+1)— > 
《r(2+1, 2+1)—1). 

(r*+, 2"2141)—1)=5(r(2""1+1, 297041) 
一 1)， 由 归纳 法 知 ，r(2" 十 1，2" 十 了 ) 一 1 之 5*， 所 以 结论 成 
x. ` 

(6) 证 明 与 (c) 相 同 ， 从 路 。 

7.2.5 证 明 ，3- 圈 Cs 和 5- 男 Ce 的 联 CiV Cs 不 包含 KK。 
六 图 ， 但 是 它 的 任 一 个 2- 边 着 色 均 产 生 单 色 三 角形 。 

《J.Folkman 1970 年 构造 出 一 个 顶点 数 非常 大 的 图 ， 它 
不 包含 发, 子 图 , 但 它 的 任 一 2- 边 着 色 均 产 生 单 色 三 角形 。 

E: EEC VCRE K., ШЕК, = К.УК,, TW 
Cs 中 不 含 尺 8， 从 而 扒 知 CaV Cs ЖД Ke АЖ, R 
GV, 的 任 一 个 2- 边 基色 会 单 色 三 角形 。 证 明 如 下 ， 

设 Cs 一 xy2x，Ce 一 apodea。 FRE, y, 2th# £ 
一 点 ， 比 如 xz ， 使 zy，xz 是 不 同 EK (FN, С. 是 单 色 
ERW). Pex зс, 各 点 的 连 边 ， 其 中 更 少 有 三 条 边 是 同 
色 的 。 不 妨 设 xa, xb уху б, 考察 边 yo，y6 及 ob 的 
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KE, BARA abys EGEA, 要么 xabx (或 абу 
或 xayx ) 是 单 色 三 角形 。 

T.2.6 801, Ga, ~, Ga 是 单 图 ， 称 满足 如 下 人 性 
质 的 最 小 正 整 数 n, WH rG, Ga, 0, Oa), HEX R 
Romsey #, EHK. KER m- 边 着 色 的 边 分 划 (Es,， 玉 ，， 
w, Enh, ВЕЖ (сіст), K [E HESA. 
HFG, WTE, 

(a) EG 是 长 为 3 的 路 , HAE, Ur(G,G)=5,r(G, 
H)=5, r(H, H)=6, f . 

(868) 车 TP 是 m 个 顶点 的 树 ， 且 ;一 1 整除 # 一 1， 则 (T, 
Kı, a)=m+n~ 1; | ` | 

(с) ETEMA N rT, K.)=(m—1)(n—iy 
+i. | (V.Chvátal) 
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证 :〈6) 我 们 在 图 中 分 别 以 带 点 的 这 和 带 X 的 边 代表 着 
IMARA, НСІ), ra, 9у>5, (6, Н) 
25, : 

类 似 习题 7.2.1 的 证 明 ， 对 任意 G，Gs 图， # r(G., 
%@,=r(6,, G,) у} 攻 s 进 行 2- 边 着 色 时 ,不 失 一 般 性 , 存 
在 某 一 顶点 至 少 有 两 条 关联 边 着 以 1 色 ， 落 不 存在 着 1 色 的 

图 ， 则 如 图 (2) 中 的 带 X 边 必须 着 以 2 色 , 但 这 样 一 来 ,又 
产生 了 着 2 а СН, ЕХ (6, G)<s, r(G,H) 
<5. MUA rG, @у=5, r(@, H)=5。 

на Сз) (Р, Був. B-A (Н, Pas 对 
称 性 ， 不 失 一 般 性 ,假设 在 开 。 的 2- 边 着 色 中 ， 顶 点 "6“ 
少 有 3 条 边 着 1 色 。 若 在 区 ,一 {6} 中 ， 对 上 述 2- 边 着 色 ， 存 
在 着 2 色 的 末 子 图 ， 则 这 本 于 图 也 是 上 述 2- 边 着 色 下 KK。 中 
的 着 2 色 在 及 子 图， 反之， 车 在 KK。 一 {6} 中 不 存在 着 ?2- 色 的 
五 子 图 ， 子 是 由 r(G， 五 )=5 知 , 在 太 。~{6} 中 一 定 存在 
着 1 色 的 G 子 图 ， 此 时 在 K rh tE РЁ 明显 她 存在 着 1 
色 的 及 子 图 外 ,竹下 来 有 下 面 三 种 情况 需 进一步 讨论 ， 如 图 
《4),(5),《6)。 假定 不 存在 着 1 UHTA, FEFA), 
13 必 须 着 2 色 ， 否则 1623 成 为 着 1 色 的 瑟 图 。14 也 必须 着 2 
色 , 否 则 1234 成 为 着 主 色 的 及 图 .但 这 样 一 来 1364 成 为 着 2 色 
的 再 图 。 对 于 图 (5) 中 的 25，35 边 ; 图 (6) 中 的 15，45 边 ， 类 
似 讨论 均 需 着 以 2 色 ， 但 这 样 一 来 ， 图 (5) 中 的 2635， 图 (6》 
中 的 1645 成 为 着 2 色 的 吾 图 。 缚 合 上 述 讨论 ， юе хт(Н, 

Н)<8, ЯЖ r(H, H)=6. 

(Ë) HFT т--1 TER n-i, Ф p(m—1)=n—1, GH 

每 部 是 mm 一 1 个 顶点 的 完全 (p 十 1)- 部 图 ,?(9)={p 十 1)(m 一 
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1)=m+n—2, PREKE Kin G° KAT, kr(T.K,..) 
2s(G)+1=m+n—i, BAH 长 w+i-1 的 任 一 2- 边 着 
色 中 ， 若 着 2 色 的 边 构成 G. ， 则 着 1 色 的 边 构成 Өт, ЖО, 
RKE Ki, a TAR, WAG) <n—1, #@%6(G1)=(m+n 
一 2) 一 A(G,)>2(m+n—2)—(n—1)=m—1,.B583J 2.1.11 
A, CREAT ТА, нах (Т, К,,„)<т-+п—1. 
子 是 r(T, K,,,)=m+n—1. - 

(с) G ЖЫШ m— 1 个 顶点 的 完全 (一 1)- 部 图 ， 亚 
#Gh+&K,, GRET, (Т, K;)>(m— 1)(п—1) 
+i. 另 一 方面 当 一] PF. BrO, K,)=1; ањ, 
用 归纳 法 来 证 明 ， Enl 结论 已 成 立 。 考 E Kimia- 
的 任 一 2- 边 着 色 ， 设 它 着 i 色 的 边 构 成 G，， 则 着 2 色 之 边 
构成 G1。 车 G, 中 不 含 某 个 ， 则 由 练习 2.1.11 知 ， 存 在 ww 
€V(G.), da(e.)<m—2, + Ë d/,(0.)=(m—1)(n—1) 
—46(еь)>(т-—1)(п—1)—(т—2)=(т-—1)(п—2)-Е1.{Е 
Gih Mo ROTAN RLRE E K -ia 中 的 生成 
TARA Kde (wo), 且 保持 原来 的 边 着 色 。 由 归纳 法 假设 ， 
Кад (oo) 的 车 2 ЗБЕ Ka FR, wk AK... 
M өө К, М {Vo} 二 区 , 则 是 区 (mn_- Don-w+t1 中 着 的 2 色 的 
子 图 。 按 定义 有 r(T , K ,)<(m—)(n-1)+1, 故 由 归纳 法 

1—0 яу (Т, К, )<(m—1) (n—1) + t, 所 以 
(T, К,уу=(т—1)(п-1)+1. 

《关于 Ramsey 数 内 进一步 理论 ,可 参阅 及 .G。 Graham, 
B.L.Rothschild, and J.H.Spencer Ramsey Theo- 
ту) Wiley, New York(1980). 或 参阅 J.Graph Theory 
Vol 7，Nel(1983) 纪 念 下 .P.Ramsey 的 专辑 。) 


+173. 


7.3 Turan 定 理 


定理 1.8 (P.Turán 1941) 若 单 图 Gf 不合 Kmst， 财 
存在 完全 m- 部 图 瑟 ， 态 的 度 优 于 G8， 即 吾 的 不 增 麻 序 列 的 各 
分 量 均 不 小 于 的 不 增 度 序列 的 相应 分 量 ， 县 当 G НӘШ 
АОВ АЈ, ШӨН, 

定理 7.9 ” 若 单 图 G6 不 含 Kwy3， 则 OOSe 1 д, E 
з &(@)=г(Т„, у, M| GST, , 

Сая". жЕКЕ IEEE EJ 322 —, Tu- 
rån 定理 是 这 一 分 支 的 先驱 工作 。 它 研究 具备 某 种 性 质 的 某 
一 类 图 ,使 图 的 参量 达到 极 值 的 极 图 同 题 ,例如 练习 Cl,4.8}、 
【1-4.73 等 均 属 于 它 的 内 容 。 有 关 这 方面 进一步 知识 ,可 $9- 
198. ВоПораз(Ехігешеі Groph Theory},Acad.press 
(19178)). 


7.8.1 #E—- 4 JUASBR0OSEHER, Ж-А. 认识 另外 两 
个 人 ,有 两 个 每 人 都 认识 另外 四 个 人 ， 有 由 个 人 都 认识 另外 
五 个 人 ， 铀 下 来 的 最 后 两 人 每 个 人 认识 另外 六 个 人 ， 证 明 其 
中 有 三 人 是 被 兹 互相 认识 的 。 ， 

W, ЖЕШ ЙО E ARREO ЛД... HARSH 
充 机 条件 是 对 应 的 两 人 相互 认识 。 若 OFE, M CRR AA 
(6, 6, 6,5, .6, 5, 4, 4, 2), AE ЖН 1.5.100) 
结果 ,我 们 有 (6; 8, 5, Б, 5, 5, 4, 4, 2э(5, 4, 4, 4, 
4, 4, 3, 2)—(3, 3, 3, 3, 3, 3, 2)—(3, 3, 2, 2, 2, 
2, )—(2, 2, в, 1, D>C, 1, 1, DEFC 1, 1, 1) 
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是 天 4 十 玫 t 的 度 序列 ， 故 他 确 实 存在 。 计 算 e( 的 一 地 (1X 
2+2ХА+АХБЪ2Х 6) 21,8017, 0) 二 20。 故 由 定理 7.9 知 
OH ANK, ядаж. O , 

7.3.2 ЖЕЛЧИ Т ЛЕВИ i wu X 
中 无 二 人 曾经 相互 化 过 伙伴 才能 一 起 玩 ， 在 一 次 有 14 个 会 员 
参加 的 集会 中 ， 他 们 每 一 个 均 曾 已 和 其 它 5 AMIRE, = 
局 以 后 ， 接 俱乐部 规则 只 能 停止 ,正当 他 们 准备 离开 时 ,他 们 
部 不 认识 的 一 个 新 会 员 来 了 ,证 朋 现 在 至 少 还 有 一 局 可 以 玩 。 

证 ， 我 们 将 俱乐部 的 成 员 君 成 OPENA, TARRA 
边 的 充 要 条 件 是 对 应 的 两 成 员 间 未 曾 化 过 伙伴。 由 题 意 14 人 
共有 人 类) =81 个 配对 ， 每 人 归 与 其 它 人 进行 5 次 配对 ， 共 
《14X5)12 一 35 次 配对 , 今 又 进行 三 局 共 6 次 配对 , 故 2(G)= 
91—35—6=50, M e( ,一 49， 于 是 由 定理 7.9 知 ,在 如 
中 含有 天: 子 图 ， 这 天, 中 的 三 顶点 对 应 的 三 个 成 员 和 新 来 的 
成 员 间 可 以 进行 一 局 桥牌 游戏 。 - 

7.3.3 Саун. Ж G 是 单 图 且 вс>р?/4, MORH = 
角形 。 

ORT ену AB G， 它 不 售 有 三 角形 。. 

(e) EB, ЖӨ 是 单 图 , 但 不 是 2- 部 图 ， 生 
#2>(*s—1)t'/4+1I, Hj G 全 有 三 角形 。 

(a) 找 一 个 非 2- 部 图 的 单 图 G ,县 2 一 [(s 一 D)274] 二 1。 
它 不 含 三 角形 。' (P:Erdos) 


a =й} 
Ë, (a) 因为 (Ts,) 二 ани, 
анентод, Фюв. 


ө) зев 
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(0) 取 和 = 了 了,,, 即 可 。 

(ce》 几 反 证 法 ， 车 存在 满足 条 件 的 单 图 9 ， 它 不 是 2- 部 
ЖЕТА, А (9G)>>(»z 一 1)*/4 十 1。 从 而 由 定理 1.2 
知 G 中 含有 麻 芽 ， 取 4 中 长 度 最 短 的 奇峰 记 为 C， 则 凡 (C)| 
二 m2 之 5。 首 先 VCG)NV(C) 中 的 每 一 个 顶点 各 C 中 的 顶点 至 
多 有 两 条 边 相 连 ， 不 然 如 图 所 示 , vEV(G)NV(C), 它 和 C 
有 二 点 以 上 相连 ， 任 取 其 中 三 点 ， 记 为 gs，b，c， 又 由 于 人 
中 不 含 三 角形 ， 故 图 中 的 d、e、 玫 点 恒 存 在 ， 于 是 易 知 a… 
dby. brop c fean НО КЖ ОО 
小 于 m ， 且 这 三 个 圈 中 至 少 有 一 个 是 奇 
Е, Сант. ARVOR 
点 间 除 C 上 之 边 外 不 可 能 再 有 其 它 之 
边 。 否则 它 又 和 C 的 ДЕН ЖОШ. Ф 

ССС), #(б)>( ?一 1)214 

7.3.3 图 +2 — 2 (p—m)— m > (p — m)* /4 = 
《sp(G1))?14， 由 (a) 知 ，G1 售 有 三 角形 ,这 和 假设 矛盾 。 从 
而 G 含有 三 角形 。 

(d) эр5, HTa, и жажаяаз навта 
三 角形 ， 再 由 (a) 知 边 数 满足 要 求 。 анами 
RHE. . : 


а4(»у 
тз (O) яв, зелен, а LAE >" 
тера 


-0(5), жск, ор»: a 


(b) WEB, 车 G 是 单 图 , 且 8> m1) r4, 
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Ж САЖ К» „ (m>2). 
(e) 证 明 ， 在 平面 上 任意 给 定 的 了 个 点， 两 点 加 距离 恰 


жилян а= pe, 


ЖЕ. (a) 考虑 如 下 形式 的 向 时 (vo，(v'，v") ) ， 其 中 
v, v” EE (G), ТАКВЕ ЕСТ у 


2 (69) ,有 在 G 中 语 存 在 一 对 顶点 or ,an огои) 为 
ЯВ ет, ШКЕ, ВЖЖ, HUGO 的 这 种 形式 
的 向 量 个 数 最 多 有 ( mm 一 让 (多) 个 ， eash (47) 
(т—1) (多) 8288, 现任 取 以 (v1 o") 为 分 量 的 m 个 向 量 


боа, (07, 07) (1, 2, em), 于 是 人 os 
2, =+, MEG 中 的 导出 子 图 即 为 及 om 。 故 G 中 含有 天 am。 

(b) 在 REDZAT, HdA MERER, 用 
Lagrange й, ЖОЖ f k H. 5 S 35 Br £ BD d (e) 


әв, DOs а} (28 _ 
=н, “у жива, а ( C -\), | 
一 方面 ， 由 假 疫 * > 二 (m= prih g> > 了 + 
Исе то, BETS асн 
(т 1)» (01), в) о у. 


иж (907) н ). FE (a), са 
E Kame 
ёт. 


(с) 将 任 取 的 平面 上 的 п 个 点 君 作 G АОИ А, BIAR 
和 连 以 规 的 充 要 条 件 是 两 点 间距 离 为 1 ， 则 G 是 单 图 。 且 因 为 
平面 上 一 点 we 到 另外 三 点 的 距离 均 为 1 时 ， 则 这 三 点 必须 在 
Цо, 为 心 的 单位 面 周 上 、. 因 两 个 不 同 的 由 最多 只 有 两 个 交 


Ж, АШ G 中 不 可 能 含有 К... GE > +. Ж 


ns 


ш (5) ж, Сй К, FA. Ha "+. La 


平面 上 5 个 点 ， 两 点 间距 离 怡 为 1 паат 


s 
1. 


7.5.5 EB, AORAR, Не>1{(т—1у!= te 
十 (mm 一 1)9} it, MOSA Ka, we 
T FeS) ytt (m 1), k f 


>p pk), mt ttn! у. 
”- з, тже (4 J= da~ (d-n); нФа< 
i 


-Em +iJ>z 2 а +1 у, >ы {т-у f 


S Liy > E S (0—10) E 


一 (m 一 1) (g ) . 另 一 方面 ,在 。 ERREF HONE 
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连续 变量 ， 用 Lagrange RhE, RAPER, BAWARA 

= doy a d(6)y 
,ene aB) 
>” (4) а-о» ) .下面 我 们 完全 类 似 于 练习 7.3.4(c) 


前 证 明 ， 考 虚 如 下 形式 的 向 量 (20 (WP, pt oo ))， 其 中 
Фе, Vov ,VovEE(G)， 于 是 这 种 向 量 在 G6 中 揭 个 


数 为 如 (2?) )， 且 在 G 中 鲁 存 在 m 个 顶点 0,0 ,2 
жө, LO, —- 9) 为 分 最 的 向 量 个 数 >т, ЖЖ 
маш, ш G 的 向 量 个 数 最 多 有 (m 一 1) (>`у1, шж 


зшен] (49) >(m- (7) т. m m 

UOD, et, е) 为 分 量 的 m 个 向 量 (pe ， W, 62, 
пне) (беа, 2, ==, m), Рено, s e, w А 
ж”, iml, 2, o, m E ОФФЕ Ku, o k G 
中 含有 天 mm。 


7.4 Schur 定 理 
. 定 通 7.10 设 (S1,S4.…15,) 是 整数 集合 {1,2,…， "У 
ФОЕ, Ае, 7.2.31 00 Ramsey 数 ; 
WILA 4 $, S, И x, уй, йж, 
x+y=z. 
140 ER, 812623 15: a=14 (5, АЕТ 
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烈 条 件 的 最 小 整数 ， 把 (1，2 "sa} 分 成 * 个 予 集 的 任意 媚 
分 中 ， 总 存在 一 个 子 集 包含 方程 x 十 y 一 > 的 解 ， 其 中 x,y, 
ZARR, BIHAR). ` 
证 ， 集 合 {1} 无 方程 的 解 ， 故 s1 之 2; RAU, DADE 
的 解 ， 得 s1 <<2， 因 而 s1=2。 
жао, 2, 3, аро, (0, 4}, {2, 3}), D 
两 个 子 集 均 不 含 方程 的 解 。 故 s:>>5 ;考察 集合 {1，2，3， 
4，5} 的 243]. 因 Si 一 2， 改 其 中 1，2 在 一 竹 集 中 的 分 划 必 
含 方程 的 解 ,只 需 考 察 1,2 分 在 不 同 子 集 的 分 划 ;《{1} , {2})， 
将 3 加 进去 得 ({1，3})，{2)) 与 ({1} ，{2，3})， 均 无 方程 之 
解 ， 又 加 进 4 ， 前 者 成 ({1，3,4}，{2})，({1,3},{2,4))。 
EARI. O. 3, 4}), (1, 4}, (2, 3), яж 
种 无 方程 的 解 , 但 将 5 НЕТ, WAR. Wk ss 一 5。 
由 书 中 本 节 开 头 例 子 知 ，sa 沁 13， 进 一 步 考 察 {1 ,2，…r 
14} 的 任意 ЗД. 因 ss 一 5， 故 将 1，2，3; 4, 53ER A 
子 集 中 的 分 划 ， 有 方程 之 解 。 此 外 ， 若 1,，2; 2，4; 1，3， 
42,3, 5; 1, 4，5 盆 在 一 个 子 集 者 也 有 方程 之 解 。 因 而 
只 需 考 察 如 下 11 种 情况 ` 
(0, (9), 43, 4, 5)), ({1}, (2, 3),{4,5)), {i} 
42, 5}, {3, 4)), (42}, {4}, {1, 3, &}), ({2},{1,3}, 
{4,5}), G). {1, 4), G, в}), ({2}, {1, 5}, (3,4), 
G3 0, 070, 5), (a). 41, 3), {2,°6}),°({4}, 
u, 5), {2, 3}), ({5}, {i, 4), {2, %)). 
HEREHERE, BEMA MARE, TEE S 
划分 都 有 方程 之 解 。 故 ss 一 14。 
„1.4.2 (JER: ss 之 35n-1 一 1，4 22 的 自然 数 。 


* 180, 


(b) 利用 (e) 的 结果 和 ss 一 14， ПЕ, 
so 二 (3" 士 D)。 . 

(19664 H.L. Abbott ўр L .Moser 在 Acta Arithit 
已 得 到 它 的 一 个 更 好 的 下 界 )。 

Ш. шз, 定义 知 ， 总 可 找到 {1，2,，…，ss-1 一 1 的 
一 个 9 一 1 RCP, Pa, e, Paad ERIA Pa 内 没 
有 方程 的 解 .下 而 我 们 构造 {1，2，*…，3s#-1 一 2) 的 一 个 炸 
分 划 如 下 ， 

B={0s, bija EPa, ab =38,-1—1), 
(k=1,2,. ,1—1) 
Pas {sa-1, 2 28301) 

下 画 我 们 证 明 这 个 半分 划 各 子 集 无 方程 之 解 : 

因 2so-r>>2ss-1 一 1， 故 蕊 。 中 无 方程 的 解 。 

Pkn), Bar, ау, bi, 5,ЄР,, ШР, 
в, а), EPa Ea Hb =a +b, =3s,-,—1, 

(1) X atasa, а, а,ЄР,Ж 

а Һа; <25.-1—2 а; +а; Pr. 
(2) Sata, <s, E P, 内 无 方程 的 解 ， 所 以 
а,+а,&Р,. | i 、 . 

(з) b. Буде, 3а, sas УНЬ НЫ Е Р, 

(4) atb, =а,-35,-1—1-а;=381 144; 0;), 

Ф aca, M a+b &Рь. I 

© #а,—а,<0, [(а,-+-Ь,)+(а,—а,)=3„.,—1 
3, #a;+b EP, Ша, –а,ЄР,, Е а,+(а,—а,)=а, 
推出 了 中 有 方程 的 解 ， 子 盾 ! а, +5, P. 
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BERR Р.в) 中 也 无 方程 之 解 。 f fi 
а.23,-1—1. 

(O) 当 n=2,3 时 ， 由 练习 7,4,1 结果 直接 验 证 不 等 式 
成 立 。 今 假定 n 一 时 ， 不 等 式 成 立 ， 则 当 4 一 十 1 时 ， 由 
KDA, s>s + D 1=1(з*'1+1), 
从 而 由 归纳 法 ， 不 等 式 成 立 。 


7.5 一 个 几何 问题 


定理 7.11 (оола, н 是 平面 上 直径 为 ! 的 点 
Ж. 那么 ,距离 大 于 1/w 3 的 点 对 的 最 大 可 能 数目 为 [sz13]。 
紫外, HE n, 都 有 一 个 直径 为 1 的 集合 {x1， Zra, 
它 恰 好 有 [rs/3] 对 顶点 的 距离 大 于 1/w 卫 。 

1.5.1 {#{ху, x+." Za БАБІ 的 集合 。 

(а) 证 明 距 离 为 1 йд ЖКТЕ ЖКН Еп. 

(b) 构 起 一 个 平 而 上 直径 为 1 的 集合 (xi xe, x), 
ЧЕРЕШНЯ n 对 距离 为 1 的 点 对 。 (E.Pannvitz) 

证 ，(o) 设 图 G= (9G)， 已 (G7)， 其 中 (GD 一 人 xi , 
жа, s, жь}, E(G)= (x x d(x, x), 

我 们 要 证 ЕСС) <n. ЖЕ G 有 起 下 性 质 (i),( Н), 

G) «кж ЕЛЕН, ӘН, 不 然 , 设 G 的 
UPON se 既 不 相 令 又 不 相交 ， "АЙ нөр, 
各 图 (1)， 总 有 不 小 于 80" 的 内 角 存 在 ， 不 妨 设 

Livn 0" 

WA а (а, v1)>1， 这 与 假设 巴 盾 。 | | 

Gi) #s€VW(G), d(u)=k>2,W] u Крд т, сиз, 
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7.5.1 图 


一 ，Ws， 依 次 落 在 4 为 中 心 的 单位 圈 局 上 上, 且 d(84) 二 1," 
(ф=2, =, В—1). Ж 然 就 会 出 现 既 不 相 邻 又 不 相交 的 边 ， 
Жыз) Ж! 

现 对 G 逐次 去 掉 莫 挂 边 ， 由 (ii) 最 后 所 得 之 图 С, 的 每 
个 分 支 只 可 能 或 是 平凡 图 工 是 玉 : ， 故 对 G1 有 |E(G) < 
ICG. 所 以 ,我们 有 |E(G)| <n. 

(®) EEG, Axt ISAE, BAKA. M 
xi 为 圆心 ，!1 为 半径 ， 从 xs 到 xs 作 虑 圆 弧 ， 在 圆 弧 上 顺序 取 
顶点 gs ，x4，…，xs-1， 使 它们 分 别 与 相连， 如 图 (2)， 
它们 恰好 构成 4 个 距离 为 1 的 点 对 。 

7.6.2 半径 为 8 英 旦 的 图形 城市 ， 由 十 八 辆 警车 巡逻 ， 
色 们 之 间 用 无 线 电 通讯 联系 。 若 无 线 电 使 用 范 эжи, 
ЖЕӉИЛ {+ ДЫ АРЕ, Етика 
车 通讯 联系 。 

证 ， 根 据 定理 7.11， 有 


(xd mweh <5)>(18)- [p] 


(+) 
183. 


即 最 少 有 46 对 车 可 以 互相 通讯 。 落 题目 所 述 情况 不 成 立 ， 就 
是 不 存在 两 个 5 度 以 上 的 顶点 (车 )。 则 


d(xs, х3) 1 
(2.3) 5 <р) ахихдаа 


说 明 在 这 种 情况 下 ， 最 多 有 43 对 车 可 以 互相 道 讯 ， 这 与 (* )》 
式 委 盾 。 所 以 ， 题 目 所 述 结论 成 立 。 
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第 八 章 项 点 着色 


81 色 数 
定义 ，G 的 顶点 КИЕ, ПА 颜色 分 配给 (Gy 
的 一 种 分 配方 法 。 即 将 素 (G) 分 划 RO, I, Va, 0, Va), 


ЖР, 中 的 顶点 均 着 了 色 . 在 G 的 顶点 人 -着色 中 , ЯП Ж š 
有 两 个 相 邻 顶点 着 同一 颜色 ， 即 上 述 分 划 中 所; (i=1,2,*…， 
Ву 均 是 台中 的 独立 集 ， 则 称 这 种 顶点 &- 着 色 是 正常 的 。 
上 面 简称 正常 的 顶点 所 着 色 为 КВ, 4 好 有 一 个 R- 着 色 
时 ， 称 G 是 R- 可 着 色 的 。 

жх. 色 数 x(G)= min {k1G 是 如 可 和 着色 的 ),。 车 
X(G) 二 h， 则 称 G 是 R- 色 围 。 

ЖХ. 若 G w I£ A H iA z (H)<x(G), Ш 
3 G BQ. - 

显然 是 和 可 着 色 的 充 要 条 件 是 如 的 RE N E k- 
着 色 ， 故 本 章 均 假 定 图 是 单 图 。 

定理 8.1 #6 2-Я, Ш 002-1, 

Ж8.1.1 每 个 h- 色 图 都 最 少 有 个 度 不 小 于 一 1 的 
Ju, 

系 8.1.2 ЧЕТА САУСА, 

定理 8.2 在 临界 图 中 ， 没 有 一 个 项 点 山 集 是 团 。 
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R82 临界 图 是 一 个 块 。 
系 8.5 CARRER, HA2 TRNA (u, o}, MU 
d(s)-Fd(6)23k—s5, 


8.1.1 证 明 : 车 G 是 单 图 ， 则 Х(Є у>»? /(>%--2е), 

证 ， 因为 X(G)=X， 则 六 (G) 可 分 划 成 X 个 独立 集 。 设 
第 ;个 独立 集 的 元 素 个 数 记 为 mi ， 则 Z n =*。 且 22(G)< 
(T, )= E нот) п}, 

若 将 m4 ЗЕ, {Н Lagrange RRIA, Ж 

Ni 
Ер ОЕ 
s-z È арэну, 所 以 
т? 
x> 【22 一 28) 

8.1.2 ЖЫЙ. G 中 任意 两 个 奇 图 均 有 一 分 公共 顶点 . 
М x<s. 

证 ， 若 Y2>6， 且 假定 在 G 上 已 用 X мана, Фо 
是 G 中 着 1，2，3 色 的 顶点 在 台中 的 导出 于 图 ，Gs 是 G 中 
着 4，5，…, X 色 的 顶点 在 G НА. TA XG) 
=з, X(G,)=X—323., HF 2- 部 图 的 色 数 为 必 … 故 G:， 
G, 均 不 是 2- 部 图 ， 所 以 在 Өү, G, панаа E 
RAZ, AMRUTE, WAKS : 

8.1.3 证 明 , ЖӨ ЖИ ЕЗ (di, dis = d,), B 
d,2>d,2--2d,, Ё[Х<шах min(d,+I, i), 

(D.Y.A. Welsh 和 M.B.Powell) 

证 ， 由 系 8.1.1 至 少 有 X% 个 度 不 小 于 % 一 1 的 顶点, 即 
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d,2--2>d,2Z—1. k X<d,+1, XZ=min[dí+1, 7}, 
从 而 有 £<max mintdi 十 1, 4}, 

8.1.4 利用 练习 8.1.3 证 明 ， 

(а) гро, Х<((2е)12), 

СБ) X(G)+X(G°)<r+1; 


2 
о) ronen]. 
{E.A.Mordhaus 和 J, W.Gaddum) 
ЗЕ. (0) ч Z2>1 N. X> (x(x) > X =, Ж 
Uax) =x, B-A, RIEM FERA 
R<*, min(d,+1, А209), та, tiS XA), KELGA). 
FERRI, = Sd >35 4, >Ыу>(Х—1), M A 


ADHS a=. 

(5) 由 练习 8.1.3 0, PER, k, RERS XAG), d, 
HXO); '2x(68°). d,'(G°)-r12X(G°). FEA 
种 情况 讨论 ， OA аә, TE »—1=4,(@)у+ 
drar (OYZ KO) + a,'(G°)2 (00) — 1) + (X(6°y 
— 1). 所 以 ?十 !ZXY(G) 十 XCG")。 | 

(JER oht, Б 是 y+1=h+(sr—k+1)2k-+Ë' 
>XY(G) 十 %(G*)， 故 命题 成 立 。 ° ` 

《0) 如 同 (6)， 分 两 种 情况 :(1) 若 和 之 v 一 &+1, 出 XC) 
(9 )<(4,06)+1)64,(6°%)+1)=4, (буа, tG) +9,(0у 
Hdr’ 09°)+1<4,66)4,'(9°)+». EREDE, Ë 


Ware (21у а оаа у) 


(2) 若 有 < 之 ?一 二 1， W(X) Khk Ар ht + h <Ç 
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(HE. жешл». 

(H.I.Finck 1968 年 证 明了 (8) 、(c) 达 到 上 界 的 所 有 正 
则 图 ， HOREK., KMC OREK, Кү, 
Ks 和 Ce. 

XE.A.Nordhaus #1 J. .Сайбит 1956 年 还 证 BB 
对 应 (6) 、(e) 的 下 界 如 下 ， 

(b2 <x(G)+Z(G°) 

(cr)*a<X(G)2 (G°) 

这 下 界 同样 不 能 再 改进 。) 

8.1.5 EH, Х(9)-<14- тах (H), SR EG BJ Pr 
有 导出 子 图 Наа. 

(G “Szekeres m H. s. vili) 

证 ， 取 G 的 %- 临 界 子 图 О, {ЕЗ Н, HESA, 
146(G4) 之 X(G)， 才 XG) 才 1 十 maxd( 寺 ) 成 立 。 

.8.1.6 车 扣 色 图 GQ 有 一 种 着 色 法 ， 使 得 每 一 种 颜色 最 
ЪЗКТО 中 的 两 个 顶点 。 жй. 刀 有 一 个 这 种 类 型 的 刀 -六 和 色 
法 。 ` CT.Gallai) 

证 , Фе ' 是 @G 的 一 种 着 色 法 ,使 得 每 一 种 颜色 至 少 着 了 
G 中 的 两 个 顶点 .由 假设 这 种 多 ' 是 存在 的 。 著 多 ' 是 条 着色， 
结论 已 成 立 ， 否 则 令 名 是 恕 的 各 着 色 中 ， 使 仅 会 一 个 顶点 
DORRERA 4 为 最 小 的 某 一 个 -着色 . 著 #eo>0, 设 的 
EINAT Voe Va) ERRER E Vamo), h 
他 :的 性 质 ， 可 假定 存在 u, ЄР. ,0.,8. 在 ' 中 着 同色 ,于 
是 我 们 得 到 一 个 新 的 和 着色 (ИО, ИР, e, И), 
Rpr Pelo, uy, И =з), =Й, (ф=3,+”, 
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Ф), BRRIP [>2, п, <ne, ЕЛАНА, k 


И (0), Во, v 在 多 "中 着 不 同色 ， 不 然 我 们 将 УО 
UVP 均 着 以 1 а, е. 中 其 余 顶 点 着 色 不 变 ， 于 是 我 们 得 
到 4 的 一 个 (6 一 1)- 着 色 ， 这 又 与 9 EATE. TEX 
似 对 = {0,} 的 讨论 ， Ен CV, оз, uÜ 在 入? 中 着 
HE, та 的 一 个 新 的 В-Э ве, (ИЛӘ, VP, VP), 
{О = (6, u), ИЙ = ОМ {ш}, АЗЕ, НУЧ» 
{оз}, т, Vs, V3 在 8 中 均 着 不 同色 。 如 此 继续 TE, 
最 后 我 们 得 到 多 -1 一 CY = Рт), ин 
Be， we), t51, 2, =, 8—1, е A 
ё, Но. awana. FL a F 
2, Ше ii Н.В УРО {оь}, WRP НОЯ, 
ЕЛЕ ОНЕШ, а, Оа тоже име, mÜ, 
&Ў# Че, 2, ++, 6—1), KEMU, 在 9 中 不 在 
Ж, FE. ваи, nomo. 命题 成 立 。 

8.1.7 证 明 , 仅 有 的 HERNE Кү, KAR 2- 临 界 
HEK, WIAR 3- 临 界 图 是 В-АРЕ(В;>з), 

E, ш-р, ATERRAR EK, 2- 
色 图 是 2- 部 图 ， 从 而 z- 痢 界 图 仅 能 是 К, з-на. 
ата 3- 色 才能 正常 闭 色 ,从 而 3- 临 界 镶 仅 能 是 
Б-Р (82>3), 

8.1.8 ОЮЛ АНИ ГО V (G) 
的 分 划 ， 则 称 Ө 是 叭 一 的 -可 着 色 的 ， 证 明 -临界 图 的 任 
一 个 项 点 市 集 都 不 能 导出 一 个 唯一 的 (& 一 1)- 可 着 色 的 子 图 。 

证 ， 设 驻 -临界 图 G， 存 在 一 个 项 点 割 集 C，GLC] 是 一 
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个 唯一 的 (& 一 1)- 可 着 色 子 图 ， 阁 9 一 C RRR, GEN 
子 图 ， 由 于 临界 图 一 定 是 迷 通 的 ， 故 可 分 别 取 点 v1 EG， 
0.66, о, о. 与 GCC] 均 有 边 相连 ， 连 边 分 别 记 为 eu ， 
ex, Hi G k-i PL E, А Х(@—е,)<д8—1, Kae) <k 
一 1。 故 存在 正常 的 (4 一 1)- 着 色 多 ,和 多 。， 分 别 对 GLC UV 
(G1))、GCCUVCGs)) 着 色 ， 且 由 于 GLC 是 唯一 的 (6 一 1)~ 
可 着 色 图 ， 从 而 在 多 :1、 多 :着 色 中 可 假定 GLC) 有 相同 着 色 。 
子 是 将 多 :、 多 :着 色 合 并 起 来 就 成 为 G 的 一 个 正常 的 (一 1》 
-着 色 , 但 这 与 (0G) 二 & 相 矛盾 。 玖 结论 成 立 。 

8.1.9 (ау, Жоп, o 是 临界 图 的 两 个 顶点 , NL 
Ма) Мо), (Б) 证 明 不 存在 & 十 1 个 顶点 的 Bls 
FBG, 、 . .. 

E, (а)Ж Ма) Со), н Тоо), об Na). 
Яе, 289. ЖН GAERA, 0-а E 
一 1)- 正 常 著 色 。 若 在 此 基础 上 令 a 和 "着 问 色 ， 则 最 后 得 
到 上 的 一 个 (6 一 1)~ 正 党 着色, 于 是 X(G)<h 一 i, k 积 
G E 有色 图 相 蔬 盾 ， 故 МО) NIFA 

《5) 著 这 样 G 存在 ， 由 定理 8.1 А, (k-i, B~ 
方面 显然 6 所 Ks+1， 故 在 中 存在 两 个 不 相 千 的 顶点 9: 
о, HT d(e )26ó=k—i,d(s:)2>6=h—1Es(G)=B5-+1, 
Мо) = Мо), {ЗК Уба), абв. 

С 8.110 F. (a)z(G, VG,)=x(G,)+x(ë,). 

(OG, VG: 是 临界 图 的 充 要 条 件 是 G . G, 均 是 临界 图 。 

WE. (о) BRAZ (G, УС.) < x(G,) + XG), XE 
G, VG, REER Же, Sk Gi 中 顶点 所 着 之 颜色 ， 由 联 
DEX, BRUG 中 顶点 着 的 颜色 均 不 相同 ， 故 又 有 X%(G， 
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VG,)2>x(G6)+X(G,), YG VG,)=x(G)+x(G,), 

(>, жо, уб, ЖЫ, TG REI, WEE 
G, ЮЖ ТАН, ШХ(Ну=Х (Ө), 于 是 HYG, 是 Qs VG 
的 真子 图 , 但 由 (o) 知 XHVGs)=X(H)+ z(G,)=x(G,y 
+X(G,)=x(G, VG,), ZG, VG, SSL 3235 ‚ЖК G, 
是 临界 图 ， 类 似 可 证 明 G, 亦 是 临界 图 。 

<, #0,, 9, 是 临界 图 ， 证 明 G, VG: 亦 是 临 RE. 
事实 上 我 们 仅 需 证 明 除 去 G, VG, 中 任 一 边 e 后 ， 有 XCGs 
VG 一 <X(OVGa) 即 可 .下 面 分 两 种 情况 讨论 : (1) e€ 
@,(€0, 类 似 讨论 )， 于 是 由 (oa)，XKG，VGa 一 可 一 X((Gy 
— e) VG,)=x(G, —¿)+X(G,y<x(G,)+ KEG V 
G,). (2) e 属于 G，、Gs 两 图 之 间 的 EA, demo m, 
VEV(G,), vi?EV(G,)。 AFG. Ge EERE, AT 
A(G — oP L(G) i=, Ф990 В (9, ооу 
FXG, ое (О, oi) МСО, ERR 6, ,对 
997, PALE, БАИН CRN GiVGas 一 “是 正常 的 > 
АН (0), XO, VG е) (0, o AAG mo 
<x(G,)+xX(G,)=x(G, VG,). ЖЕЎ. - 

8.1.11 É G, 和 G。 为 恰好 有 一 个 公共 顶点 ?的 两 个 和 
HRR, өр, оо, 分 别 是 Gl、G* 的 边 。 

H: (Gov) U (Giov) Fov: 是 各 临界 图 。 

(G.Hajós) 

Ш, DRAR, НИЮ. #C ERA ЛЕЛЕ 
Ез 的 条 件 下 进行 讨 论 .。 $ G=(G, —ov:) UG, —vv:)+ 
viw: КАНТ Ci 、G; Ж А-Л, ATX, 一 rp) 一 上 
—1, MG: 一 po:) 一 8 一 1， 分 别 用 1，2，…，8--1 色 对 Gh 
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一 991:、Gs 一 p03 进行 区 党 请 一 和- 着 色 ， 且 使 w 在 两 图 中 均 
Rie, Шо, о 也 必须 着 的 是 а, ЯО, 或 G, Wl 
咸 为 (8 一 1)- 色 图 ， 这 和 б,, G, 是 А-А. ЖОН 
ФЕРЕ, 得 G 的 一 个 上 着 色 , #& x(G)<k X. # x(G) 
<k, W G 有 一 个 (hk 一 1)- 着 色 ， 其 中 v1 ,ws 必 着 不 同色 ， 
于 是 必 与 v1( 或 22) 不 同色 ; 这 与 X(G4,)=h 巴 盾 ! 故 %(G) 
三 上 。 其 次 若 e 二 9191， 显 然 由 上 讨论 X(G 一 e) = 一 1 之 
(0), #e€0@,, eoo (seEG，,，e 和 vos 类 似 讨 论 ), 分 别 用 
1, 2, +е, R— 1 色 对 G1 一 e、Gs 一 vv 进行 正常 着 色 ; Н 
9 在 两 图 中 均 着 1 е, v1 着 2 色 , TEn 必然 着 !1 色 ;两 
图 的 着 色 合 起 妆 的 着 色 即 为 GC 一 e (1) С 
xX(G—e)<çch— 1<x(G). MARN G hEei HCOE’ 
<(9). аж Р-Я. š 

8.132: 3 n=4 t en > 6, өзек 
4 临界 他 。 ә 

证 : по ВИК, BERW. ЖАЗ ЖШ. М” 
я> тйрй, БЭЛЕШ ЗР TADA бау, ny 使 
я,-Еп,=п-Е1,Җ Ж Н1%518.1.11Н01% ЖЯ Wasa Waai i 
HE n 个 顶 吉 的 RS. - 

8.1.15 (а)&(Х, Ууж VO) 的 一 个 使 GEXY、 GY) 
均 是 %- 可 车 色 的 分 划 ， 证 明 : FLW, DAL An 


AA, ШОЊ п-т е. (Р.С.Каіпеп) 
(о) ИЕ (Е ER. 
(С.А.Юігас) 


WE, (о) СХ), ОС) ЕБ п-ЕЖеТ, (X,, 
Xa, =+, Xa), (Ya, Ya, =", YARE], GY . 
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-上述 营 色 的 色 类 。 今 3042—10 2- H, (wy, ma, e", ' 
ха). OÜ, Xr, U Yal CRITAR Б ЭД, х,, э, 
相连 以 边 的 充 要 条 件 是 [4，74] 在 G 中 为 空 集 。 册 于 | CX, 
Ү)|<п—1, #e(H)2n'—(n—i)>n(n—1), Баня 
5.2.606), H 存在 完全 匹配 М, х,у, € MG=:, 

2, =, n), $V,=X UY 6. FEV, Ve, 
т, VRG Ы o- 正 常 着 色 的 色 类 分 划 ， 玖 G E n- 
可 着 色 的 。 ‚бз 

(Б) тад В—2 жаша ЖОМ, +£ 
9—M 不 连通 ， 设 ao 分 属于 它 的 不 同 分 支 。 令 C( 册 是 双 
-M 中 含 4 的 分 支 ， 令 C(s) 是 G— M фа, х= 
V(C(u)). Y=V(8)NX., TE аЄх,оЄү. HFG EE 
HRE, aX), GHA- A, 于 是 hle) 
知 ，G 为 (8 一 1)- 可 着 色 图 。 这 与 G 是 CSB, ИЙ 
4 中 不 存在 k—2 条 边 的 边 割 集 ， 即 G 是 (8 一 1)- 边 连通 的 。 


8.2 Brooks Ж ЖШ. 


定理 B.4(R.L.Brooks, 1941) 若 G 是 连通 单 图 ， 它 
ВЕЛЕ, Блазе, ШУА. 


8.2.1 H, Brooks 定理 等 价 于 下 述 ФШ, 若 @G 是 
所 临界 (kz>4)， 且 不 是 完全 图 ， 则 2e226(R—1)+1, 
WE, 之 :由 于 R2>4， 故 对 不 可 能 是 坷 出， 由 假设 @G 不 
AREN, TÆ Brooks 定理 AZ>R， 令 di 一 A， 再 HE 
+103. 


理 1.1 和 定 更 8.1 A= ždi Atid SAHO) > 


А+(—1)(#Ё—1)=А—Ё-+->(Ё—1)-+К1;>9(ВЁ—1)+1. 

<, жб х(а)- ЖАТУ H, TARMA = 种 
情况 讨论 ，(1) 五 Жеш. Щщ Ө РЕЗЕ Р, wE 
GREE H 外 的 边 与 百 AE, MAOS. 另 一 方面 
X(G)=x(H)=3, #@&ñX(0)<4A(G) O HRZERK a= 
РОЮ ЕКОЛ ЖУАН, КЛЕО 中 存在 H 外 的 边 . 
5HE, HUAG >x), (3)H ETET 
ХЖ, MRI 8.1.70, X(H)24, MUAHHH 
йш, TE Ж yACH)>2e(Hyzv(z(G)—1)+ 
1. WACH у>Х(@)—1-Е1/», ARAOS 
综合 上 述 情况 ， 命 题 成 立 。 

8.2.2 用 Brooks И, #0 masha ,EA=3, 
MUSA 

E, = 9 不 连通 ， 则 者 虑 它 的 连通 分 支 ， 若 对 它 的 连 遗 
分 支 命 题 均 成 立 ， 则 显然 命题 对 CERE., TRR 
定 @ 是 连通 的 。 落 G 是 毛重 图 ， 则 在 人 一 和 的 条 件 下 ，G 仅 


能 是 E ， 显 然 此 时 %'(G)=3< 4, #G E= B Bl, 
出 于 A=3, 歼 GG 的 二 重 边 和 其 它 项 点 的 相 邻 关系 婚 
一 < R- , 这 些 子 图 均 能 ike, TE s G 


的 底 图 0", MALEK, BJ x (0) а, ТЕ 

жш G Ek Bl. 设 (Пу това, шв 

G 是 连通 单 图 ， 故 了 (G) 亦 是 连通 单 图 。 若 LOENH, 

RJ G ATARAR Ks. ЕХ (G) єз, XE L(G)2z 
+ 104 > 


ALAN, WA A=, HAGY, MALOR EE 
K., Ki, K.. 上面 已 讨论 过 К, WN, ШК,, К.х 
应 的 Q ж К,,,, Кү,,, 这 两 图 与 A 一 3 AFA. ZLO) 
КАИ, ETELA, M H H Brooks 定理 x’ (G) = 
x(L(G))<A(L(G))<4, 综合 上 述 ， 命 题 成 立 。 


8.3 Hajós Ж Ж 


Hajós W3WR(1961), “S G E 和- 色 图 ， Ш G S К, 
EH. 

对 Hajós Ж, k=1, 2, 3 时 ， 由 练习 8.1.7 知 是 对 
W, 8 一 4 时 就 是 定理 8.5。 

定理 8.5(G.A,Dirac，1952) 车 G 是 4- 色 图 ， 则 G 包 
B-A K., HRH. 

X К>т, P.A.Caflin 在 J.Comb, Theory B26,268 
一 274,(1979) 中 ， 列 澡 了 如 下 反例 。 当 
вет, ША СМА LGE- 5 
A. >71, L(G)YK，-1 是 一 反 
例 ， 从 而 对 Haj6s 猜测 目前 仅 剩 下 & 一 
5, 6 没有 证 明 。 

和 Haj6s 猜 测 有 联系 的 是 Hadwi~ е 
жег 391101943), "38% GE &- 色 图 , 则 G 可 收缩 成 富有 K, = 
图 的 图 。”"Hadwiger 猜 测 当 =5 时 ， жт, ® 
和 Hajós 猜测 有 很 大 不 同 、 

B.Bollobás, P. A. Caflin and P.Brdös 在 Euro~ 
pean J. Comb.Vol, No3,195~199(1980) 中 证 明了 “Had- 
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viger 犹 测 几乎 对 每 一 个 图 地 成 立 ”。 


8.3.1 ШН. AG 是 单 图 ，G 半 天:， 且 笃 多 有 一 个 顶 
点 的 度 小 于 3， 则 G 包含 的 重 分 。 

证 : 由 于 СК, АВЖЕЖ ИЖЕ 小 于 3， 
ARR, TRE GEE, BUFE G 的 非 平凡 连通 
分 支 即 可 。 其 次 由 练习 3.2.4 知 ， 可 假定 G 是 2- 连 遂 图 ， 和 否 
则 考虑 仅 包含 G ЖУ GREF 3 的 顶点 的 
那个 块 。 设 C S G 中 最 长 的 图 ， 则 | 《4C) | 之 4。 事实 上 ， 
# C 是 3- 圈 ， 如 图 (1) 所 示 。 出 于 G 中 至 多 一 个 顶点 度 小 
于 3， 故 可 假定 delv1)>3。 所 以 存在 w EVN CO). 
由 系 3,2.2， 在 G HEEE S vw, viw, t EC Fos 
ЄС,, ШС. 的 长 度 大 于 3; ж#0.6С,, 则 (Ci 一 2)U 
dvs, vo E 他 中 长 度 大 于 3 ЮВ. TERANE. 均 积 
C 的 取 法 矛 后， 故 |]CC) i. 


асац ше 
g Н 
бау а 


“ 


`“ 
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# 。 C 上 依 序 存在 如 下 相 异 的 四 个 顶点 #81， пу, 83, t4 
满足 在 CG 一 C 中 存在 (ta，ss)- 路 尺 和 (gt，a)- 路 如 ， 则 
ЖЕ, Q 为 C 上 的 变 丸 路 。 当 C 含有 交叉 路 时 ， 涛 只、@ 相 
交 二 us， 如 图 (2)， 则 CUGUR' E G 中 的 K, 重 分 ， 其 中 
R» Ваз, s.)-E, ÆR, Q 不 相交 ， 如 图 (3)， 则 C 
UQUR È G 中 的 K, 重 分 。 故 不 失 一 般 性 。 下 面 假定 C 上 
不 会 交叉 路 ， 显然 F(C) 尖 让 (G) .不 然 按 假定 C 上 的 顶点 在 
Сї >з 的 顶点 个 数 23, G 又 是 单 图 ， 则 易 知 C 上 一 
Ж ШЗ 8035 ТРИ. ИСТИ БИЙЛЕП» Є Р (Су, У (С), 
MERR, HP eX C 上 之 一 边 。 于 是 直系 3.2.2 知 ， 
在 С HEBE eM п, WH C. Азн, С, m 
个 方向 前 进 ， 和 C 相遇 的 第 一 个 交点 ， 分 别 记 D ar. na, 
由 于 С, Hae, uu, Xi T C 是 最 长 之 圈 ， 故 在 C 
Ез. пз 之 间 ， 还 分 别 含有 顶点 п, „ш .于 是 G hr 
图 (5) 所 示 的 8 图 。 由 假定 不 失 一 般 人 性 可 令 suong ВР 
Клиз. ARTE: РОАН ЕДЖ, 
ҖОР їп В Кий АИЫН 时 ，G 中 总 含有 g 分 。 故 
下 面 可 假定 PUR 枚 上 不 含 交叉 路 ， 且 呈 和 尺 的 内 点 间 尔 存 
在 路 相连 ， 干 是 必然 存在 一 点 +E， 它 与 PURR 申 的 其 它 
顶点 均 无 路 相连 。 由 于 da(u,)23, 故 存 在 ss €V(G)N(P 
UR). umm € E(G), SHF G 是 2- 连 通 的 ， 所 以 G-ay 是 
EE. TE Е Сарф (иь, #46)- 路 PT。 从 4rgs H 
发 , ШТП Ср — 43 3 ss， 由 上 面 的 假定 ， 
t, SEE uen een 路 的 内 点 。 记 8' 为 中 (ws，46)- 段 
十 HzWs， 于 是 @' 5 R 构成 ,C 上 的 交叉 路 ， 这 与 假设 地 盾 。 
综合 上 述 ， 命 题 成 立 。 
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8.3.2 《a) 证 明 , 车 GRAA, B 24, e2>2v—2. 
ай сё K HES. 

СБУ Р ? 关 4， 找 一 个 单 图 G，z 一 2? 一 3, 但 TREK. 
DRH. . 

WE, (а) 用 归纳 法 证 明 。 对 ?二 4，e 之 6 的 单 图 G， 仅 能 
是 天， 故 ? 王 4 时 结论 成 立 。 设 Sy<n, BE s22r—2 
的 一 切 单 图 中 ， 均 包含 K, 的 重 分 , MF RIGE. Ж 
@G 不 含 度 小 于 3 之 点 ， 则 由 练习 8.3.1 知 , G 中 包含 天 :的 
Щщ. KAG hE EV, dalo), 令 Gi=G 一 00, F 
是 G1) 一 n 一 1，s(G1) 之 2(? 一 1) 一 2， 由 归纳 法 假设 知 ， 
Сута К, 的 重 分 。 从 而 G 中 包含 K, 的 重 分 。 

(гу CG, из G hf К, WS Rr, G 中 必需 至 少 
有 4 个 项 点， 它们 的 度 之 3, 但 G h оз, v И >3, Ж 
G 不 可 能 包含 天 ,的 重 分 ， 另 一 方面 易 ШЕ г(С)=2»—3, 9% 
Ся. 


8.3.2 题 图 


8.4 EFAA 


ЖЖ, WR СТАТЕВЕ, ЕАО 
间 的 颜色 ， 则 认为 这 两 种 REETAN, MrR R 
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G 的 不 同人 着色 个 数 ， 称 为 G 的 色 多 项 或 。 

定理 8.6 若 忆 是 单 图 , e€ E(G), M 
s|(G)==,(G—e)—m,(G:e). 

么 8.6 对 任何 图 С, тС) h J s кке 项 
式 ， 常 数 项 为 0， 且 系数 正 负 交错 。 


8.4.1 计算 下 列 两 图 的 色 多 项 式 


ФФ. 


8.4.1 Ш 图 


解 : 对 图 (1).《2) 计算 前 ， 先 计算 另外 三 个 图 的 色 多 
HR. 下面 我 们 沿用 以 图 本 身 形象 地 代表 它 的 色 多 项 式 的 方 
法 。 由 于 环 与 重 边 对 色 多 项 式 不 产生 影响 ， 从 而 将 它们 从 图 
中 略 去 ， 一 律 用 单 图 窗 出 来 。 我 们 不 妨 先 用 练习 8.4.6 的 绑 
果 来 得 到 后 面 计算 中 要 用 到 的 (D) 式 。 


N ° 
aKo) 7 © 7 Ө, 
=(k-l)z, (G) 
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=#k(h-1(6-2)25(6-_3) +k- Dk- 2) 
=Ю(В-1)(Ё-2)(В%—4Ё8 +5) 


Фф. 


-人 . 


=k(k-1)Xk-2)2(k- 3): 


所 以 对 图 (1) 


2 
-ЮЕ-1)(#-2)%(Ё-83)..! 


б akih- Ith- 0) СБР)! 


20: 


Тано " А > t 


= = ув 2R 5+8) 


8.4.2 (а) 借助 于 定理 8.6, WA: F GAHA, 财 
-3(G) 中 如 -1 的 系数 为 е, 

~ (OJER, kt— 3k +3R*. 不 是 任何 图 的 色 多 项 式 。 

证 ，(4) 用 归纳 法 来 证 明 。 当 8=!1 В, НЕЙТ, (С) 
wkk, kemi 时 命题 成 立 。 设 se<<n 时 的 一 切 单 图 合 
MORE. RG. WEG. )=n, eEE(G,), FAAEE 
8.6 RREH, mG j=2,(Gu—eh t Gae), 显然 
A(G —e)=n—], г(С„-є)<п—1, P(Ga'e)=P(Ga)— 1. 
САРО — (n 1)k" tt) — e) = k 
mh" 十 …。 改 由 归纳 法 命题 成 立 。 

Фф) 一 个 多 项 式 ， 落 是 某 个 图 的 色 多 项 式 ， 那 么 也 是 访 
图 对 应 的 底 图 的 色 多 项 式 。 故 我 们 仅 需 对 单 图 来 证 明 。 若 
各 一 382 十 51 一 二 是 某 个 单 图 G HESIR, MACA. 
`a(G)=3, Aü X(G)22, B-E mi =1, 这 说 明 x(G) 
<i, FE. # x, 不 可 能 是 任何 单 图 的 色 多 项 式 。 

还 可 以 另 法 证 明 如 下 ， 

由 Cg) 及 系 8.6 知 , 若 G 存 在 , 则 2 二 3,? 二 4. 而 ?二 4,8 二 3 
的 所 有 图 的 色 多 项 式 均 不 是 Ч ЗАЗ РАЗ, k G 不 存在 。 
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8.4.3 (a)# G Eh], Bi wa(G) 一 入 人 TD 二 

(Б) G 连通 ， 则 rG), В=ЗЕ К. 
BERNY G 是 树 时 等 号 成 立 。 

证 ，(a) 当 ?一 1! 时 ，wx( 正 1) 一 上 ， 故 命题 成 xy. РС 
m 时 ， 命 题 均 成 立 。 设 G Eb, Н»(Су=т, WRL, 
FERE EEG), FEG- ЖУ БТ Ж 
m—1 的 树 ，G'e 是 ?(G.e)=m 一 1 的 树 。 由 定 表 8.8 及 H 
MERE, z,(G)=z,(G—e)—x,(G- о-нун 
Rkm R; 故 命 题 成 立 。 

(Ьу) 由 定理 8.6,zw(G 一 e) 一 zxkG) 66:0). -因为 
Ns(Gie)>0， 所 以 和 (Ge)>x，(G)， 另 一 方面 由 于 G 连 
m, T 是 G 的 生成 树 ， 逐 次 用 上 述 导出 的 公式 将 宗 AT 
HAA G HRE, TEREE s,(G)< x,(T), ш (a), 
m (T)=k(R—1)""1, i m GRR, с 10 

жш Gr, (GRR)! n, MARIE.. 
《e) 知 ，e(G) 一 ?一 1。 于 是 由 练习 2.1.5 知 ，G 是 一 模 料 。 

8.4.4 证 明 , Ж G 是 一 个 长 度 为 2 的 面 ， йї=,(су 
fk) O), 

Е, ЖР пез, Са К, т буку) A(k—1) 
"(一 2) 一 (一 1)? 守 (一 从:(& 一 1)， 命 题 成 立 。 设 当 pide 
HORRY. EG т, FEG- em HANH, i 
练习 8.4.3(0) ,2(G 一 6 一 RCR 一 1 G emn), 
ВОВА ва CER a (в пута С) ав 
Ф а.в, (6) (Се) —ж (Се) а уна 
Enl Gant Di (— 19 s(h— Daa келу0), 
Зіне. ` ` : 


00%. 


8.4.5 (a) 证 明 5 以 GV 天 一 Ame-i(G)。: ,~ 

(8) 利用 (a) 和 练习 8"4.4 ШЕЯ, жож кш, ` 
її х,(С)=&(#—2)*--(—1)°&(#—2), К] 

Е, (a) K,3⁄& h 3306. БЕУ РТИ 
K H£, АШК, @ н, G 就 不 能 再 取 这 色 了 ,此 时 
GREAR- HAE, Жл„(СүК,үу= вт, лб). 
_ (>Y 显然 由 (6) 及 练习 8-4.4， Wm (Gy=M(A—2)"+ 
0-10) В). с 

8.4.6 ZG, Су, ‘~. G, стел йж, ЕЛ 
(G= (Sy (G>. (Со). аз 

‚Ж, REREH Gi, Gy. +, Ga HAH В {ДУ 地 
за, 故 命 题 成 立 。. е 

8.4.7 WH, жоне AKAN, M: 
=G UH), (СП H)=s GEH) . Я 

`. ME, RE Р<Х(Н), WJ яну, m (GU H)= 
октана. 今 假定 ХН), СЕМЕ А-8 
в. ЕВ А-А. ST Н, ВЕ ЕНИН 
F, *$=x=,'(H—R) RRE РВЕ, H i he 
REKTE., наде В, JX iz |' (H —R)5 R АЕ 
ех, НИ Z(H)SR, r LHR, 于 是 我 
MES, H>, (HRY (R), m (G)wy' (H — R) = 
я. (СОН), а фка, СНК), т, (С)т, (H) 
TGUH)T (К) =, (СОН) СН), 

8.4.8 证明 (人 G) 的 实 根 不 大 于 5 一 4。(L .Lovsss) 

Ш. УСС УЖАМ Р, BATE h PAER 
Ж, РЖЕВ G ERER 1) (h—] P |+ 185 
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着 色 方法 。 所 以 我 们 有 s (G)= ®Ё(В—1)-(В=| PIH), 
Жш жари V (G) 的 所 有 相 异 的 独立 集 分 划 书 求 和 。 н 
+IP |<, HER A>? 一 ! 时 ，FMCG) 中 求 和 号 下 的 每 一 项 
将 大 于 0， 改 了 si(G)>0。 所 以 WCG) 的 实 根 不 大 于 ?一 上 


8.5 围 长 和 色 孝 
定理 8.7 对 任 给 的 正 整 集 &， 存 在 不 食 K, 的 加 色 图 。 


8.5.1 Ga, Ga, Æ Mycielski 构造 方法 及 GG， 
“K, 得 到 的 图 列 ， 证 明 G, Ж 和 -临界 图 (bm 一 2，3，…)。 

证 , HE m 8.7, Gi, Ga, … 中 的 Gs 是 所 色 图 , i 
阐 下 仪 需 证 明 G, 是 临界 图 。 用 归纳 法 Ж ШЕЙ. ДА he, 
GK, HERY. ER hz2 命题 已 成 立即 Gs 是 各 
ЖОКЕ. FEEN Grn 是 (4 十 1)- 临 界 图 。, 按 定义 内 腊 证 
PIERR EEG n), 有 X(Gh41 一 e)SSR， 这 里 扔 沿用 
жи ET 的 符号 ,由 于 G, ЉАШНИ, Ж avi E(G,) 
ЗЕРЕ Gamow FE, 2, ++, R— L 色 正常 着 人 多, B. E 
Жо, e 在 着 色 中 必定 着 以 同色 ， 否 则 G 就 存在 (h 一 1)~ 
ERME: 这 和 С, 是 Б-ТА. оне EG 
we HIERE, HRE, e, 沟 着 以 1 色 , 下 
面 我 们 对 e 分 三 种 情况 讨论 ，(1) =u 在 多 的 基础 上 ， 
Жо, 集成 着 名 色 ， 其 余 顶 点 著 色 不 变 ， 于 是 得 到 G, 的 一 
ТЛЕ А-А", ФИЛЕ ө, 处 出 现 h @, # e, 的 邻 点 中 
Noli, 在 这 著 鱼 的 基础 上 上 , 除 #4 外 , 其 余 的 mo 均 
50. 着 同色, 而 wi 着 1 色 , о (2) emv, 


"205， 


EEG еШ, ЖЕ Groot 中 着 以 1 色 的 顶点 vw~ 
的 对 应 点 ss ЎА В, RAR s, 着 以 和 对 应 的 o 相同 В BE ` 
色 , 5 着 以 1 色 ; (3) 若 e=vus, fE@' 0538 ВСЕ, Ф ЕЛП 
?。 均 车 以 相同 的 颜色 ，b Anke. BAE 述 (1)-(3) 的 着 
色 是 Gat 一 e 的 一 个 和 -正常 着 色 。 ВСС, 6), 
Gati 是 (8 十 1)- 黎 界 图 。 由 归纳 法 知 ， 命 题 成 立 。 

8.5.2 (а) RG 为 图 长 不 少 于 6 的- 色 图 (h>2), 用 下 
列 方法 构造 一 个 新 轩 H, W її (> ) sqa 3e mis R 
kv 个 新 顶点 的 点 集 S， 在 G 的 拷贝 和 S 的 > 个 元 素 的 子 集 同 - 
建立 1-1 对 应 。 对 G 中 每 一 个 拷贝 的 顶点 与 它 相 对 应 的 S rh ' 
的 ?分 元 素 的 于 集中 的 顶点 问 用 匹配 根 连 。 证 明 ， 寻 的 色光 
Вож Еі, НКРЭ, 

ө 推导 ， 对 任何 一 个 局 Кез, BEE РР к-а 
а. ` (B. Descartes) 

m=: в) BEECHER IRTEE KEA F 
вш: 有 由 .再 . 的 定义 ,着 中 的 图 命中 的 顶点 ; Wak. 
ЛЕРА В S 中 的 顶点 #1，s3 和 不同 的 两 个 МИЙ 
MHARA, BEH ha, а, ERR, KA ИА 
的 图 长 度 也 守之 6。 所 以 及 芍 图 长 至 少 为 6。 

又 由 于 S 共有 bv ARA SORU hok e ВНА 
一 个 他 中 的 y ATU PSS I, S, BOTAR RS 
颜色 ,不 类 一 般 性 假定 是 着 1E RELS КЕН} GAE 
EN G, її; 可 是 G ан, ЖА е, 
штините, зру твин с ВОН 
Н ЖЭНЬ ФЛУМТЕ НЕ, ЖЖ(Ну>в:, -o 

ER ,实际 上 5 КНЕ). УА СЧД ЕЖ 
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天 -着 色 ，S 中 顶点 全 着 R+1 е, ВЕ HH ERG 
ё. А 
O) H,=C, 是 围 长 为 6 的 2-68, (ауф, 
манак е 的 3- 色 图 H, WARDE, H H w 
构造 出 围 长 为 6 的 4~ 色 图 吾 ,， 如 此 继续 下 去 递 次 (а) 
方法 来 构造 图 ，8 一 ? 次 后 ,得 是 B, SR H, 是 图 长 为 人 
Жо А-6, Е 


8.6 存储 问题 
ЖХ. Ho 简 记 指令 “选择 顶点 v"。 车 * 和 yy ЖЕН 
F, MEMME у", пу хну, ШШЕ 5y", 
记 为 xy。 
EX, 图 GG 的 一 个 各 着 色 多 二 (V1 Va, ==, Va), 
шй, ÆG- UV UUV) G=1, 2, .., 
k, V =) К, ПРАНК 


8.6.1 对 膛 辑 和 与 逻辑 积 验证 铺 合 58. 交换 律 、 分 配 
ЖЛ КЖЕ ТУ. 

证 ; х, у, 是 已 知 指令 。 由 定义 Ж (+s) + z= 
а+Ууъа,х+(у+2) =х+у+а, 从 而 (x 十 y) 十 2 二 x 十 (y 十 
2), RER (ху)2= (уг) Кее, 

. ”因为 指令 “x 与 y" 和 背 令 “y 与 %" 是 一 回 事 ， блуту 
HAR x 十 ?一 y 十 xY。 改 交换 律 成 立 。 

由 于 指令 “x 与 (3 或 2) "相当 于 指令 *(> уу) (х Уг)", 

ЖЯ x(y+z)=xy+xz, 又 利用 交换 律 可 得 (y 十 z)z 一 xy 
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十 *2=yx 十 2x。 所 以 ， HERRE. 

最 后 由 指令 "* 与 x"、“x* 或 *" 就 是 指令 "选择 x", 可 得 
xx=x, xq-xwx, АЙП x-+xy=x(x+y)=x, КЕШКЕ 
Ў, 

6.6.2 Зик 

(в + bd)(5-Faceg)(c+bdef) (d + veeg) G- + bcdf) 
(f+ceg)Xg+5bdf) 

ERAH: aceg+bcdeg+bdef+bcdf, 

М. 根据 练习 8.6.1， 

555 (0сед+- і + aab)(aceg+bdef+-cd)(ceg + bcdf 

+ef)(g+baf)==(aceg+bdef+bcd)(ceg+ efa 
Ficdf+ bdef)==aceg--bcdf-Frbdefši-3erdeg. 

8.6.5 证 明 , 车 侣 是 各 可 着 色 , MJ САЙЫ G k- 
WE, TGR AAV; Var e, Va), 
ЯП 5:90, МВВ 5,, (151, 2, 566, АУР, 


Sisto o EN ÒV»: 任 两 个 v ATHER, о, 与 


Фу з, ) 中 顶点 都 不 相 邻 。 } 利 用 Si， 再 作 新 的 顶点 分 
йт, 
ЕКЕУ 5,.))05,,0151, 2, =, В). Ë S, 


BREEAM, Vi Ж G-(V UV ОИ", а) 
УЯ, WEEK, V r, m, VRG HRA А-А. ` 


第 九 章 平面 图 


9.1 PARPTFEE 


定义 ， 一 个 图 G。 如 果 可 以 将 官 画 在 平面 上 ， 使 它 的 这 
仅 在 端点 示 才 可 能 相交 ， 则 称 图 G 为 可 好 而 图; 图 的 这 "种 平 
Т БАЛИ ОНОК АЕНА, АШИ. 

定理 9.1 天 ,是 非 可 平面 型 。 3 

定理 9.2 колеп даады наал 
AR. 


9.1.1 证 明 Кы apus mis. ' 


РЯ ч, ну c ots 
ўе ` | 
2 о v ГА 
2 
. ә 
9.11 Ж 


T AOAR, CRRA momi ME 
08. 


平面 上 的 表示 ， 如 图 (2) ,显然 C 是 平面 上 的 一 条 Jordan 曲 线 
《这 里 指 的 就 是 点 集 拓扑 学 中 的 Jordan 简 单 闭 曲 线 ), 设 2 € 
intC, 于 是 #1vs，uavs 连 同 C 特 平面 分 成 三 个 两 两 不 相交 的 
区 域 ,而 #s 应 落 入 这 三 个 区 域 中 的 某 一 个 区 域 , 不 失 一 般 性 ， 
假定 4s EextC， 则 由 Jordan 定 理 知 ,sav 的 连 线 必须 与 C 柏 
Z, ЖК... 是 非 可 平面 图 。 

9.1.2 (a) ШЕЙ. R KEA e, К.е 
в. 

©) їй, Кан БИЕ йе, Ка, :一 ze 是 可 平面 图 。 

É, iq Ky KÁ, 的 对 称 性 ， 公里 对 它们 的 某 一 边 e 
ЯК, =t, Kıs -eR FRAR, BUY, 《2) 分 
патили, 故 结 褒 成立。 


O D 
9.1.2 E 


9.1.5 ЕВЕ ЖОНЕ A RU), 

[Æ] Н. Vollmerhaus 1968 年 ， 证 明了 “对 任意 亏 格 . 
ВЧТ ХЕ Јат А90, ЕЕ ЗАВАЛ я", 

证 ， 将 图 G 中 的 项 点 任意 安排 在 曲线 ， x=t; уе, 
a= БЮЛ, “э, be. юз, v 是 任意 四 个 相 异 的 枯 

- $f. 


点 时 。 则 对 应 的 t1 、t，、ts、 1 两 两 不 等 。 故 Vandermonde 
FAR, . 


> = 
чь 
an Ie 
СКА 


L, 和 
Ң 


< 
чь 
=< & л 


ш #ИТЛИГИОП, vi, va os, v TARN, ИОН 

ЖЖ йө, нн ЫЙЫН. 所 以 对 任意 图 的 可 以 
AR, 

9.1.4 证 明 图 G 是 天 ,在 环 面 上 的 嵌入 - 

(RUBEK ay ВЕЖА. TARF ee 人 着 ( 国 论 ) 
中 图 11.18。) 

证 ， 首 先 若 将 图 中 矩形 打 盘 头 的 两 对 边 两 两 重合 ， 则 和 扼 
展 变 成 了 一 个 球面, 故 右面 带 箭头 的 拖 形 是 环 曾 的 平面 展开 。 
其 次 我 们 将 图 中 顶点 给 以 标号 ， 易 由 顶点 标号 ,验证 它 和 玫 。 
WH, KARRY. 
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жие. 

《1.F&ry 1948 年 证 明了 每 一 个 可 平面 化 单 图 均 有 一 个 - 
每 条 边 都 是 直线 的 平面 嵌入 ) 

解 ， 图 肥 是 9 的 平 图 图 ， 它 的 每 条 边 均 为 直线 。 


9.1.5 图 


9.2 对 偶 图 


定义 ， 平 面 图 @ 的 对 偶 图 @* 定 义 如 下 ，8@ 中 每 个 面 7 内 联 
бе Лу, беру, g 相 过 以 边 e" 的 充 要 条 - 
件 是 闫 、g* 在 G 中 对 应 的 面 f 、8 含 公共 边 e, HE e ñ erig 
交 。 

易 知 G0" 仍 是 平面 图 ，. 且 有 ?(G*)=$(G)(G 中 的 面 数 ): 
a(G*)=(G), da" (F')=d (AGH MES 关联 的 边 数 ) 。 

值得 指出 ， 这 里 的 对 偶 定 义 ， 通 常 称 为 几何 对 伍 , 
村 .Whitney 对 图 的 几何 对 偶 进 行 了 抽象 ,给 出 了 另 一 种 对 储 : 
би Жен е Е.Нагагу t (Hayk ,或 

ira 


从 王朝 瑞 编 的 《图 论 ? 中 找到 它 的 定义 。 

定理 9.3 . 设 v 是 可 平面 图 G 上 任 一 顶点 ,. 则 存在 一 个 平 
ЕЁ Дд. Жо ТЕЗЕ AKIE EE. 

定 瑞 9.4 若 G 是 平面 图 ， MD dE )=ze, 

f 

9.2.1 (a) 证 明 图 是 可 平面 图 的 充 要 条 件 是 它 的 每 一 
块 均 是 可 平面 的 。 

(b) 推导 极 小 非 可 平面 图 ( 即 其 任意 真子 图 均 是 可 平面 
图 的 非 可 平面 图 ) 是 一 个 单 块 。 

WE, (0)>, BR. g Е 

<=, ЖВНЕ, BECEN, GHR n 用 归纳 法 。 
п==1 时 出 假设 结论 成 立 。 假设 对 一 切 的 w<<h,，G 总 是 可 平 答 
60. 01206 На, оон рн, HEE ,Gs; 
#80, UG, @.06,=(), BRG, G, 的 块 数 均 小 于 
&， 击 归纳 法 设 ，G: ，G: 均 是 可 平面 图 。 再 由 定理 9.8， 将 
G5 、@Ga 分 别 不 相交 地 拒 入 到 平面 中 ， 并 使 9 均 落 人 它 从 的 平 
窗 嵌 入 的 外 部 画 上 ， 然 后 我 们 将 这 两 个 w 整合 在 一 超 ， 便 得 
到 @ 的 一 个 平面 嵌入 ， 故 @ 是 可 平面 的 。 

Б) 车 6 是 极 小 非 可 平面 图 ， 显 然 由 极 小 性 9 应 是 旭 图 ， 
又 车 G 不 是 单 块 ， 于 是 9 中 存在 荐 点 , 兰 68 分 解 成 Gi、 人 Gs、 
Gr, т, Са), ае ЧЕТЕ Е иши 
ЖОЕ; HOr E R pt, 

9.2.1 3EBLELEALUE0SSBEIEHS, MKH i SER 
m. - g ` 
(a) 证 明 ， ЖОНН, 则 8 一 2? 一 2。 : 

(b) 对 每 一 个 na2>4, 求 作 一 个 8 个 顶 虚 的 自 对 仿 平 怖 图 。 
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it: (a) 由 于 G 是 自 对 偶 的 ,从 而 ?<#。 且 由 于 G@" 连 通 , 
各 6 连通 。 又 注意 到 每 去 一 非 割 连 少 一 而 ， 故 去 挤 $% 一 1 条 边 
后 ，G 变 成 一 棵 生成 树 。 击 定理 2.2，z 一 (9% 一 1) 一 ?一 5 故 e 一 
9 一 2。 

(Б) Sinh, n—1 REHE И, 是 一 个 自 对 偶 平 而 
m. 

9.2.5 (a) 证 明日 是 平 而 图 G 的 键 的 充 要 条 件 是 
4es€ E(G*)| e€ Вани, 

(b) 证 阴平 耐 Euler 图 的 对 偶 图 是 2- 部 图 。 

W, (a), HBAR A., S=, Eh 
对 应 的 是 一 个 环 ， 故 结论 成 立 。 设 4<# 时 结论 成 立 。 今 考虑 
ТРКИ, Re E 加 ,于 是 一 1 是 G 一 el 三 G4 的 一 个 键 ,由 
REBR EE(G9)| e€ В—е,}=Сї-ж ОРН, 
且 耻 C4 上 的 顶点 1/* 对 应 于 G4 中 的 亿 f，f 的 边界 上 有 键 B 二 s， 
中 的 边 。 现 将 e 加 入 ©, EKARO, HFG RFEA, 其 作 
用 概 当 于 国 CY 上 的 一 个 顶点 站 对 应 于 乓 中 的 一 个 驰 面 区 域 让 
签 s: 划 分 成 两 个 以 ej 为 公共 边 的 区 域 闻 、f*; 对 应 在 G4* 中 ， 
其 作用 相当 于 将 顶点 f* 分 成 两 个 顶点 pre. pe, 并 在 其 间 连 
尽 本 所 对 应 的 边 蛙 。 故 五 对 应 在 Ge 中 的 {te* EE (CG*)] e€ B) 
BREDE, HAE, TERY. 

<= G* 中 的 一 个 上 图， 对 应 于 G 中 的 边 的 集合 B 显 然 是 9 中 
的 一 个 边 割 集 ， 者 它 不 是 键 ， 则 击 练习 2.2.9 知 ， 它 是 G 中 键 
&# 由 必要 竹 知 每 一 个 键 对 应 G* 中 是 一 个 国 ， 愉 而 推出 有 
ЖОЮШ Шю, ZMERIA, Шая О 
的 键 。 

(0) 出 于 Euler ЕНЕ аай, REN 
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应 的 对 偶 图 中 ， 由 (6) 知 ， 不 食 奇 图 , 故 Ealer 图 的 对 偶 图 是 
2-88. 

9.2.4 ШОУ, ЧЫЙ, 

(а) бест ЖӨН, 

(Б) х(ө**)=х(@), 

证 ，(c) 一 ， 因 为 G 是 平面 图 ， 从 而 G 中 之 边 和 顶点 将 胖 
面 划 分 成 内 点 不 相交 的 闭 区 域 ( 面 )， 显 然 这 些 面 中 的 任意 两 
面 , 均 可 通过 一 串 依次 之 间 有 公共 边 的 面相 连 ， 故 G* 连 通 ， 
MTGE. h FOSG, MAEM, 

守 ， 自 对 偶 图 定义 知 ， 平 面 图 G 与 对 偶 图 .G* 代 入 在 同一 
平面 上 ， 当 @ 过 通 时 ， 易 知 G* 的 无 界面 fs* 中 仅 合 @G 的 唯一 栅 
点 v。， 除 顶点 vo 外 ，G 中 其 它 顶 点 9 均 与 8* 中 的 有 限 面 f**1~1 
RE, TERRAM G 中 顶 点 在 这 自然 对 应 方式 下 lel 
对 应 ， 且 对 应 顶点 间 的 信 接 关系 保持 不 变 。 效 G** 衬 G。 

(的 BORAR Gi, Ga, 0n ,个 分 支 的 平面 图 ， 设 

噬 ? 是 Gi 中 的 无 界面 的 一 个 非 制 点 的 边界 点 ， 研 12 天 

令 由 好 构 作 一 个 连通 的 平面 嵌入 图 部 如 下 4 38 ot, 11 

。8， 生 合成 寺中 的 一 个 新 顶点 eu， BË&8—o% 8 k 

sma ko, анис со EGZIL, U tod i=, 
2,…，&)。 又 不 妨 假 定 X(G1)=x(G)， танаж z0) > 
多 G4) 一 G)， 另 一 方面 对 每 个 Be 6 一 1，2，…， 的 用 %(G) 
色 进 行 正常 着 色 ， 且 使 of ) 均 着 以 1 色 ， ааай, 我 们 
将 @ 变 成 全 ,并 保持 顶点 在 @ 中 的 原来 着 色 ， 豆 然 它 也 是 各 中 
СӨ) На, MULIG), #x(8)=x(G). A 
marma, Итін Саун, 999 сє й**сшй, БҮ (С **у= 
Х(д**)=Х(д)=х(@), 
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9.2.5 设 7 是 连通 平面 图 @ 的 生成 树 , 刀 "一 {ewE 户 (Ge 
le&ECT)}。 证 明 T* 一 G*[E*] 是 G* 中 的 生成 树 。 

证 ， 对 4(G) 一 1，G 一 了， 局 * 一 人 由 ， 此 时 7 是 平凡 图 , 结 
жї. Щф(@у>?, ш TGS EC. mas 
中 的 每 一 个 点 均 与 E* 之 边关 联 ， 即 7* 是 G* 中 的 一 个 生成 于 
图 。 若 7* 中 含有 G* 的 图 ， 则 由 练习 9.2.3 知 ， 甸 中 含有 G rh 
的 履 ， 这 和 定理 2.6 贸 捕 ， 故 T* 不 会 G* 中 的 图 。 又 对 如 ， 每 
去 挤 玉 (多) 中 的 一 条 边 ，6 就 减少 一 个 面 。 当 (多 ) 中 的 边 从 
GZR ARN ORRAT AAT) =(P) 一 $(G) 
一 1 一 ?(G*) 一 1。 于 是 由 练习 4.1.5，7* 是 @* 中 的 生 成 树 。 

9.2.6 平 留 三 角 剖 分 是 一 个 每 个 面 度 均 为 3 的 平面 图 。 
证 阴 每 个 平面 单 图 (2>3)， 是 某 个 乎 面 三 角 齐 分 单 图 的 生成 
子 图 。 

证 ;说 Ó ЛАЧ (9223), ZE G ERT pe ie 
增加 新 杆 ， 扩 充 成 边 最 多 的 平面 单 图 ， 记 为 nak 从 Onw 
REREH f, daa СР), # О АНБ 
0501, domax(vo)=1, 将 we 和 的 异 于 91 的 边界 点 在 } 中 连 
以 边 e， 显 然 Gmsx 十 ce 仍然 是 以 了 (G) 为 项 点 入 的 平面 半 图 ， 
且 它 比 Gmsx 的 边 多 ， 这 与 Gmax 的 定义 矛 后 。 唐 7 的 边 办 是 国 
@C, 设 C 为 gigz…bs(A2>4) ЛЕСЬ Фото, РЕ 
озо, е", 着 as олай, B-ERE 
# 肉 ， 我 们 再 在 f 内 ,将 bi igs 连 以 边 ,于 是 这 内 外 的 两 条 ibm 
边 在 平面 上 狗 成 一 条 Jordan 了 曲线 C， viEintC,v EextC, 
所 以 由 J6rd&n 曲 线 定理 知 ， 罕 f 外 Gam。 中 不 能 合 有 ya5, 边 
此 时 我 们 在 f 中 连 以 p39, 边 ， 并 令 它 为 6? 。 Н, 
МЕСА, +e, CREW (С) наа 图 ， 
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losses, 这 又 与 Gax 的 定义 矛盾 。 故 Gaasz 中 的 大 
度 恒 为 3。 所 以 Gm。x 是 一 个 平面 三 角 训 分 单 图 。 显然 按 
pe 
9.2.7 设 G 是 ?>4 的 平面 三 янт, Ши С 是 一 
个 2-~ 边 连通 3- 正 则 的 平面 单 
证 ， 由 G* 定 义 ， 它 是 3 正则 平面 图 。 TEG EREA 
， 只 可 能 如 图 (1)、(2) 所 示 
的 两 种 情况 ， ктш ж G* 
中 的 边 ， 细 边 是 G 中 的 边 。 但 
图 (1) 与 G 是 单 图 矛盾 ， 图 (27 
推出 С®К,, уура F. 
KG 不 食 重 边 。 又 因 G 是 = 
АИЛЕ, Ж G ЖЫ Я Ri 
й, ИПА ТАО ЕЕ ЖАЗ. 
ЯСЕ Ж, Ж 9:27 图 
G* 是 2- 边 连通 的 单 
9.2.8 证 明 任 一 平面 三 角 剖 分 G 人 包含 -- 不 具有 2e(G)/s- 
条 边 的 2- 部 子 (Е.Нагагу, D.Matula} 
证 RUFAI. 2.7 的 证 明 ，GC* 是 2- 边 连通 3~ 正则 的 
图 ， 于 是 由 系 5.4 知 ， 在 G* 中 存在 一 个 完美 匹配 M*CG*。 由 
于 G 是 三 角 训 分 图 ， 故 G 连 通 ， 于 是 由 绑 习 9.2.4(a] ,人 ee 
G.E EG = (GMH) ACRE TGH AFA, 
由 对 但 图 定义 有 z( G)=z(G*— M*)=2s(G*)/3=2e(G)/3, 
其 次 人 * 中 除去 Ms 的 边 ， 相 当 于 除去 G- 中 的 对 让 的 一 对 角 名- 
三 角形 面 的 公共 边界 ， 于 是 (Ge 一 Me)e=G， ЕЛЕБИ 
LEN. GRENE, MAG, 是 2- 部 轿 。 故 命 轿 成 立 。 


эп. 


оф 


3.2.9 ”车 平 面 单 图 G， 在 不 相 邻 的 顶点 间 , 增 加 任何 新 
边 ， 均 玻 还 G 的 平面 性 时 ， 则 称 G 是 极 大 平 画图 。 证 明 平 面 
单 图 G 是 极 大 平面 图 的 充 要 条 件 为 G АТАНА. 

E: >, # G 含有 面 度 大 于 3 的 面 , 像 9.2.6 题 中 证明 
的 那样 ， 可 在 这 面 的 边界 上 某 两 个 不 根 邻 顶点 阅 连 以 新 边 ， 
而 不 破坏 G 的 平 耐性， 和 单 图 性 矛盾 。 故 G 是 三 角 训 分 的 。 

<, 著 G 不 是 极 大 平面 图 ， 则 GG 中 存在 两 个 不 相 邻 的 顶 
点 在 一 个 面 内 连 以 边 ， 但 这 对 三 角形 面 来 说 是 不 可 能 的 。 歼 
G 是 极 大 平面 图 。 

9.2.10 试 举例 说 明 下 述 命题 "平面 图 G 有 度 为 1 的 顶 
点 ， 则 其 对 侦 图 G" 含 有 环 ， 若 GG 有 度 为 2 的 项 点 ， 则 G* 合 有 
二 重 边 。 "的 道 命题 不 真 。 

证 其 例如 图 ， 它 的 对 偶 加 嗓 含 环 又 含 重 边 。 


9.3.10 H ` 


9.2.11 证 明 不 存在 这 样 的 平面 图 ， 它 有 5 个 面 ,县 任 二 
渐 同 均 至 少 有 一 条 公共 边 。 

证， 用 反 证 法 ， 考 虑 它 的 对 偶 图 G*， 于 是 有 如 一 5， 且 
еН, KGK, , AMG ERTE 
WA, MASFESSYBRZFEHANERIE. KAE 
й, 7 А 
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9.3 Euler 公式 


定理 9.5 《Euler 公 式 ) 车 G 是 连通 平面 图 , 则 ?一 s 十 罗 
=?. (推广 的 Euler 公 式 为 ?一 十 二 @ 十 1.) 

系 9.5.1 连通 可 平面 图 的 所 有 平面 嵌入 ,具有 相同 的 面 
数 。 、 

系 9.5.2 СБТГ, Н әрз, Ш se39 一 6.… 

系 9.5.5 СЛУГА, MELS. ` 

系 9.5.4 KATEAN. 

系 9.5.5 Kas 是 非 可 平面 图 。 


9.3.1 (a) 证 明 若 G 是 力 长 为 R23 的 连通 可 平面 图 , ШР 
ERG 2)/(8—2), 
(6) 利用 (a) 证 明 Petersen 图 是 非 可 平面 图 。， 
ШЕ, (а) ТСН, ЖСР, лече Z dolf) 


之 名， 将 它 代入 Euler 公 式 ， RAMRAO). 

(b) Petersen 图 的 围 长 为 5，? 一 10，s 一 15， 它 不 满足 
(a), Petersen SIET PRA. ` 

9.3.2 证 明 每 个 可 平面 图 是 6- 可 车 色 图 。 

证 ， 对 ?进行 归纳 ，*<6， ФЕЙ. # s< tit 
HRX. АТТЕН C, Жа, 5.3 知 ,G- 
Ез», 0000) <5. Ж1йб=С—о5, ЙС ЖЕ 
WA, НС.) 6, BHN I, SG INE 6- ERI 
E. 由 于 de(eo)<5， 玖 go 在 G 中 的 邻 点 在 上 述 着 色 中 至 少 - 
же, RIG, KUM. осиё FEË С, 
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ERREAL, BAGH 正常 着 色 。 由 归纳 法 ， 命 题 
成 立 。 

8.3.3 (a) EPE GET >n yA G E 
非 可 平面 的 。 

《6) 找 一 个 ?一 8 的 可 平面 单 申 С, G° 也 是 可 平面 的 。 

iŒ, (a) ШЖ 9.5.241, a(G)<3s(G3—6, X. s(G)+ 
2(G*)=s(r—1)/2. 所 以 a(G") 之 (7?1 一 79 十 12)/2, 数 当 ? 之 
时 ，e(G?)<39(G) 一 6=3v(G*) 一 6。 FHA 9.5.24, 
Сеет. 

(0) RAWE, 


[$] W.T.Tutte 于 Сапай, Math.Bull.6(1973), 
атфи. 

2.3.4 国 G 分 解 成 可 平面 图 的 最 少 个 数 称 为 G 的 厚度 
KG 。( 于 是 9(G) 一 1 的 充 要 条 件 是 G 是 可 平面 的 。) 

(в) 车 G 是 单 图 。 证 明 。 Ө(С)200/(3ә—6)}, 242 

Ф) RT #Ө(К,)у г {#(э—1)/6(9—2)},ез#2,3ЕҖЇЛ 5 


Ree 


习 9.3.3(6) 证 了 明 ， 当 3<&v<<8 时 ， 上 述 等 式 成 立 。 

. WE, (а) 当 ? 二 1 时 ，0(G}=1 ,结论 成 立 、 当 ?3 hr. iE 
(j=BAG1)U…UE(Gsca)， 其 中 Gy 均 为 可 平面 单 图 ， 
H K9.6.2841, г, =г(С,) 337—6, FE а,/(37-—-6)<1. X. 
2 一 上 (G) 一 5 十 ea 十 … 十 由 ， 故 21(32 一 86) 一 (2 村 ss 十 … 十 
9)/(39 一 6)<<9(G)， 由 于 0(G) 是 整数 ， 所 以 

aG) > {е] (37—0)}. 

(0) ВЖа(К,) 一?(? 一 1)/2, 代 入 (1) 中 公式 得 8(G) 之 
(s(s—1)/6(n—1)),38p=3, 4, 0(K,)=1, 而 ?一 1) 
76(? 一 2) 一 14， 故 上 述 不 等 式 中 等 号 成 立 。 当 5<*<8， 由 系 
8.5.4 及 练习 9.3.3(2) 知 ，8 (下 ,) 一 2, 而 {#(? 一 1)16(? 一 轨 } 
=2， 歼 上 述 不 等 式 中 等 号 仍 成 立 。 | 

9.5.5 ”利用 练习 9.2.5 的 结果 推导 Euler 公 式 。 

证 ， 设 G 是 连通 平面 图 ,由 练习 9.2.5 知 ,车 了 是 G 中 的 生 
Ж, HWIT*=G*[E*],E*=(e*€ E(G*)]e& E(T)) ас" 
的 生成 树 ， 故 由 定理 2.2, a(T)=s—1, э(Т*у=ф—1, X 
Bija(T)++a(T*)=s(T)+P(T)=e(G), Pr DL Ж p+ $—2= 
2。 即 ?一 ?十 多 一 2。 

9.3.6 设 @G 是 一 个 平面 三 角 部 分 ， 239-6, 

证 ， 因 为 @G 是 一 个 平面 三 角 剂 分， 故 G 连 通 且 3ф 22, 
将 它 代入 已 ler 公 式 化 简 得 8 一 3? 一 6。 

9.5.7 Й5$={ху, Xx, се, х„}, n223, ЖЩ E ËJ 
一 个 点 集 , 它 的 任意 两 点 间 的 距离 至 少 为 1 证明 最 多 有 3n 一 6 
个 点 对 ， 它 们 之 间 的 距离 为 1。 . 

证 ， 以 8 为 顶点 集 构 造 一 个 单 图 G，x 、xy EG 中 相连 
以 边 的 完 要 条 外 是 xs 、%y 之 间 的 距离 为 1、 
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下 面 证 明 G 可 以 是 每 边 均 是 二线 的 平面 图 。 事 实 上 ,车 
中 存在 4B、CDD 两 边 相交 于 O 时 ,如 图 所 示 ， HFAB 一 1， 
ICD er ARRE, TRE: OAK; IOA, 
于 是 由 余弦 定理 有 ， |AC] = (041 
+10622 JOA] | ОС] eog0yt/ , > 

0л, А IOA =1/2, IOC]| = 
ЖЕЖ У, Атр, ВАС 
aR S. УРПЕнАЖАШНЯ И... 

9.3.7 图 #CH|ACI 过 1. 但 这 又 和 SS 的 假设 相 矛 
盾 ， 故 G 是 平面 单 图 ， 于 是 由 茶 9.5、 ZAC, EE 
的 边 的 定义 知 ， 结 论 成 立 。 

9.3.8 ERK, RAOK, YLT) (ERE. 
BER, M=, 10 时 8 天 。) 一 多 天 9) 一 3 外 ， 对 一 切 ?等 

ARE. ) К ` 

证 ， 对 ?<5， 易 直接 验证 ， 等 号 成 立 。 对 ?之 86， 由 练习 
з.3.4(Б)Ж, Ө(К„)у;>{»(®—1)/в(>—2)}. ñr F Ж{х}> 
[х+ду, обі, РЖЛИд= 11 -1/(3»— RANK > 
{>(»— 1)/6(2—2)-61—1/(37—6)1= гож, 

3.3.9 G 是 平面 单 图 ， 证 明 : 

(а) 着?(G)Z>4， 则 至 少 有 4 个 顶点 的 度 不 大 于 5。 

(Б) #ó(G)=5, 则 v(G) 之 12， apati 的 s= 
连通 的 平面 单 图 。 

(с) K(G)<<5( 即 ， 不 存在 6~ 连 通 的 平面 单 图)。 

证 ， (a) 若 r<6， 结 论 显然 。 对 ?>6，, 若 6(G)==1, u: 
de(o) 一 1， 考 虑 G: 一 G 一 re， 显然 若 @; 结 论 成 立 。 则 G 亦 
成 立 。 玖 下 面 总 假定 尼 G) 之 2 来 证 明 结论 。 用 反 证 法 ,车 G 
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的 度 不 大 于 6 的 顶点 不 多 于 3 个 。 当 6(G)= эн, W2 Zda 
(022 х 30(7—3)=6ә—12,.8а»зә—6, BYM, 出 
ЖӨ.5.2, #в=3»—6, E GSA E. ТИН #Е209,2.9 
知 ，G 是 一 个 平面 三 角 章 分 。 由 于 0(6)=2, caq mas 
9.2.7 中 图 (1 作为 它 的 子 图 。 这 与 G 是 单 图 相 予 持 < же 
239, Ж2е= Z doo) F334 oe 3) 60, СЕ 
9.5.2 相 矛 后 。 故 (6) 成 立 。 i 
(8) BGE SSE FE тай, таж, 
2e = Z dolv)>5h+6 (›—В) > 
267—8 Жж. 8.2。 有 :67 一 12 
2®6>—Ё, Wke, WILG]. 
对 5- 连 通 图 ， 显然 有 52>5, 故 p 
二 12 的 这 种 痢 是 它 的 一 张 点 数 最 少 
DE. ЕИ. 
(с) КЕ, Ж Ж ЖШ Тан зЗ 
AEG, к (6) >26, PRAGS 79.8.9700 ИТ ` 
в. Рджте Z 4„(ъ);>8», K 35 Ж.Б ARF с (о) 


x. 


9.4 桥 | 
ЖХ, ВНЕНСИТИ. е, :es € E(GyNECH),# 
ЖЕАР, ВС) ШАНЬ, ex ' 
(ШЧ) РАЛУ (HYK M Re ез. ВЛЕ ЖЕ(СУ\, 
ECHL — 4542838, ж-т НИНЕ ТР 图 


ЖН, EBE сф ню, WB, Н) = 
VODDVCHBOSE B ними kB EH &—4- 
国 C, 且 将 "C 的 桥 " 简 称 为 “ 桥 ”。 

定义 ， 有 个 接触 顶点 的 桥 称 为 有 - 灼 ，- 析 有 的 接触 顶点 
将 C 分 成 无 公共 边 的 路 的 分 划 , 这 些 路 称 为 的 眉 ,如 果 一 个 桥 
的 所 有 接触 顶点 都 科 于 另 一 个 桥 的 同一 段 中 ， 则 称 这 两 桥 为 
相 茂 回避 的 ， 否 则 黎 为 交 义 的 。 

定理 9.8 内 (外 ) 桥 是 相互 回避 的 。 

9.4.1 HB, BREBES, Ж 

VBAC). 

T, MRE, РЄ y(B) VCB), & (C). 
Жо, па. ТИНА, D'hitik— R.B TB. B'E 
AMEAN, АЛШЕР (0, п), Wal, оз), Ei 
的 内 点 和 J(C) 不 相交 。 于 是 得 色 了 一 个 新 途 和 从 友 (ol о.) 
=W, VUF, ERRARE SI (ORN X, 
故 ok、o 应 属于 同一 个 桥 ， 即 有 二 B, ， 这 与 很 设 予 盾 。 所 以 
ИСВУПУ(В')СУ(С). 

9.4.2 ів, x. отту ВАА Суво 
Лаа ЖЕЙТ. 证明 在 B HEEG, 0) ВРАЦА, y) 
ВО, #@ (ОР, Оза Сз, (НУ (РӘП 
KORSA 

证 ， 不 失 一 般 性 假定 8 是 内 桥 ， 于 是 整个 在 C АШ, 
н. НВА ЕВН (а.о) а BRAA сл 
HZ, WW Ca, е). MAIG, ЯРИ (а; 0)- Ж 
径 申 包含 一 个 P(s, о)-88, IAPC, vY AACR 
交 ，- 类 似 地 知 在 8 中 存在 Q(X,y)- 路 , 它 的 内 点 和 C 不 相交 ， 


. 224. 


RORE. 下面 考虑 PU 人 8…x…z 在 C 上 的 一 段 路 ， 它 是 一 
gordana ÑR EAC, НОВ МЕСА, жі от 
一 条 连续 曲线 时 ， 必 存在 一 个 点 ( 它 不 一 定 是 GHT awe 
їшїС', ТйуЄехїС', АЙ 1огдап зро ME, 
ВРС, ВОО СЦ, 所 以 IOP) 
ССО) 221. (и) Ў, : 

8.4.š (а) С 00, оо, RE Hamilton 连通 图 中 
最 长 的 轿 , 评 明 (i) 存 在 桥 B, 使 得 YB)NVCC) Ф; Gijos 
v В Н, Шо, ноу ФЕ. 
(5) 推导 ， Жасия, ШС Натіоп 的 。 
СҮ.Сћуаіа Р .Erdas: 


Р, 


` 2 
k 7 


9.4.2 图 9.4.3《c) 图 


ЯЕ, (0) 由 于 @ 蚌 非 Hamilton 图 ,从 隙 存在 ne 太 陈 (C)， 
设 会 04 之 桥 记 为 了 ， 则 8 即 为 (外 中 所 求 之 桥 。 叉 设 0:、vy 是 
ВЕ C 上 的 接触 点 ， 奥 图 。 按 桥 的 定义 ， 在 呈 中 存在 途径 W 
《04，90)、WW(vs。，04), 再 由 练习 1.6.1 结 论 ， EBP ERTE 
ERKTIRPO,. э,)-Ж, ШОССЕ, ж-Л> 
1， 委 则 用 P《vs ，?4) 路 代替 opy 边 ， 得 出 C EKKE. $ 
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Bonon ECE, ШЕСТЕ С! ,如 图 中 蔚 头 所 示 之 关 ， 
XEEATC, FE. Konna GE, (Ш). 

(b) 若 G 是 非 Hamilton 图 ， 设 C 一 wkps…osoi 是 G 中 的 
RRM, НЕЕ о, &V (С), SBE R nt СИ. 由 (a》 
A, ВЮ 任意 两 搂 触 顶点 均 不 相 邻 ， 所 以 在 C 上 存在 不 是 
ВИ о’, б Menger к, v vR ED A E 
x 条 内 点 不 相交 的 路 相连 ， 若 中 在 C 上 的 接触 顶点 个 数 <<*, 则 
存在 不 经 过 B 的 接触 顶点 由 v6 到 达 0! 的 路 ， 但 这 样 一 来 0' 成 
ТВС я Н.Р. ВНИИ, T 
ба) (Н), É о,,,о, ‚+, BEC RRETA, 
йо, за, бүз, " 96 оо СТЕЛА, йа 
《G)Zx 十 1， х паки н. АСАНаші- 
оа , 


9.5 Kuratowski 定 理 


定理 9.10 《Kuratowski 定 理 ) 一 个 图 是 可 平面 赂 的 
充 楼 条件 是 它 不 含有 区 :或 К.з 的 重 分 。( 或 一 个 图 是 可 平 
面 图 的 充 要 条 件 是 它 经 收 纵 变 痪 后 不 含 子 图 Ks 或 Ks.s 。) 
` ` SUR9.10.1 жезазкяретш поне —ЕЉЕла 
可 平面 图 
0. жолун, 则 6 的 任 一 个子 图 均 是 可 
Ha. 
一 个 图 的 可 平面 性 判定 ， 除了 上 述 定理 9. 16%, жш 
тэд, 虽然 它们 均 是 等 价 的 ,但 在 算法 上 ; 启 者 较 优 。 
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《1) 一 个 图 是 可 平面 图 的 充 要 条 件 是 它 有 一 个 组 合 对 

8. (H.Whitney.Fund.Math.23(1933)) 

(2) 一 个 图 是 可 平面 图 的 充 要 条 件 是 它 的 每 一 个 非 平凡 

块 有 一 个 立 基 Ci，Cs，“*，Cw 和 Ce( 对 应 于 块 的 无 界面 的 

边界 )， 其 中 mm 一 8 一 ?十 @， 使 得 块 中 每 边 恰 含 于 这 mm 十 1 个 于 

的 二 个 图 中 。 (S.Maclane, Duke Math,J.3(1973)) 
(3) Лат ЗЕБ Ë D (G)=0, 

〈 吴 文俊 ， 科 学 通报 2(19747) 


9.5.1 证 明 引 理 9.10.1 和 引 理 9.10.2。 

证 ， 由 于 重 分 的 结果 是 在 G 中 增加 一 些 度 为 2 的 新 斋 点 ， 
ТАТЕ ЕО ЛСТ, BREG 的 重 分 能 嵌入 平 而 时 ， 财 - 
我 们 把 这 些 新 顶点 对 应 在 平面 谋 入 中 的 点 抹 去 并 连 成 一 边 ，- 
最 后 所 得 的 平面 图 就 是 的 平面 嵌入 ,这 和 G 是 非 可 平面 图 
FA., БТС 的 罩 分 一 定 总 非 可 平面 图 。 故 引 理 9.10.1 成 
x. 

Саро, ОЛ НОНА, ШКЕ САГ 
ЛЕОН О ЖС 93 A, С ATENE, Зра 
9.10.20. Б `: : 

8.5.2 MKuratowski ЕЕН Реѓегвен П dura 
TY. 

E1, APeterseai (1), Я Н АИ К, Ea 
Йй, O, 2, 3), {4, 5, OAMK., a 的 顶点 的 两 部 ， 
其 余 的 顶点 作为 Kos 的 重 分 点 ， 所 以 Petersen 图 中 含有 
К.а 重 分 ， 由 天 uratowsti 定 理 ，Petersena Еур 
йз. 
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9.5.4 图 


证 法 2， 分 别 把 Petersen 图 (2) 中 的 记 和 这 ( 和 一 1 2 
56) 的 两 点 。 收缩 咸 一 个 项 点 ?最 后 成 为 必 s。 改 由 改 tratow 一 
ski 定 理 知 ，Petersen 图 是 非 可 平面 的 。 


9.6 5- 色 定理 和 4- 色 猪 测 


289.) 可 平面 图 是 5- 可 着色 的 。 O. 
с А-В ИНИ (4CC)， 可 平 而 图 是 4- Tk m. (жна 
1879 年 A.B. Kempe 给 出 第 一 个 错误 的 证 明 起 ， 一 个 多 世纪 
来 已 多 次 被 "证 明 " 其 中 包括 1936 ДЕШ K Appel, W.Habon 
和 J.KKoch 借 助 计算 机 得 到 的 “证 明 ”, 至 今 狂 测 未 被 解 ®). 

定理 9.12 下列 命 题 是 等 价 的 ， 

G) 可 平面 图 是 4- 可 著 色 的 。 

Gi) 平面图 是 4- 面 可 着 色 的 。 

Gii) 任 一 2- 边 连通 ，3~ 正 则 可 平面 单 图 是 3- 边 可 着 色 
的 。 


9.6.1 EN ”无 制 边 的 平面 连通 图 GG 是 2- 面 可 着 色 的 
充 要 条 件 是 G 是 Euler 图 。 

WE, =>, 考虑 G 中 任 一 顶点 op， 若 до(о)= А, 5 АР 
数 时 ， 因 G 无 制 边 ， 则 围绕 9 的 是 КЖК), EKT 
能 2- 面 正常 着 色 ， 故 do(e) 必 为 偶数 。 又 因 他 连通 ， 于 是 由 
定理 4.1，G 是 Euler 图。 

=, 车身 是 平面 Euler H, 显然 G 无 市 边 且 连通 ， 由 
练习 9.2.3(b),G*" 是 2- 部 图 , 故 G* 是 2- 可 着 世 的 ， БН 
X*(G)=X(G*)，G 是 2- 面 可 着 色 的 。 

9.6.2 证 明 平面 三 角 剖 分 OR 3- 可 着 色 的 完 要 条 件 
ÆG Z Euler H. 

W, =>, 由 于 如 是 平 商 的 三 角 剂 分 ， 从 面 @ 连通 ， 不 
然 无 界 耐 不 是 三 角形 ， 导 葡 矛 慎 。 设 saEF(BD)，de() 为 将 
数 ， 则 的 邻 点 在 G hi Shui ЕЕ Р МС, СУ tv} 这 寄 
轮 显然 不 可 能 3- 正 常 着 色 ， 从 面 G 也 不 可 能 3 正常 着 色 , 这 
和 假设 矛盾 ， 故 do(v) 为 偶数 。 于 是 由 定理 4. я, a 是 了 er 
ler 图 。 

<=, 由 于 G 是 Euler 图 ， 故 由 练习 9.6.1 知 ,如 是 2 
Ере, оул, асва заи 
Херу, В ОЧНА, Ф © E G ЕВ, 
和 С ратне вне C 上 之 边 数 为 a, б=г(Су—а, ХВ 
和 ?分别 是 C рий жт, Жж ш, p E C Ein C ñ. 
的 边 数 为 3k 十 或 31 十 a。 天 a-B= 3h—sl=0Ciod з), Ж 
对 G B) н 018— 00а, у) 1, NL G h£: —ЮЩ 
C 的 权 和 为 < 一 6 一 0(mod з), КИ G ннен г 
BAREN С-В W , Т (пой 3J。 当 工 一 
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3 时 ， 玉 二 Cs， 故 结论 成 立 。 对 厂 。 是 图 的 情况 .上面 也 已 
ER, EW, ЖА, WEW, HEE v, W: 至 少 经 过 pa 
两 次 ,由 vo 处 可 将 分 z 分 解 成 长 度 比 厂 x ВА Р, W” рр 
ФИНЕ, ВОН ВНА, е е 的 权 和 三 0(mod 3), 
ЯД W ; 的 权 和 一 0(mod 3)。 今 设 Pi、 忆 是 G 中 的 任意 
两 条 (x，y)- 途 径 , M P, UP, £ G his Bl E, # Pi U 
P, 的 权 和 一 0(mod 3), Max, у 两 顶点 阅 的 任 一 途径 的 权 
和 (mod з) НЗМ, ЕХ (О) k 09885 f(e) 
WTF, ERG 中 一 点 be， 令 f(e|a)=0(mod 3), HG pE 
一 点 g， 由 于 G 是 三 角 齐 分 的 ， 从 而 @ 连通 ， 改 在 G 中 存在 
(ра, Ф)-@, EX о) (оо, -ERR 和 (mod з), 
TERG ЖБИ it-—3L(x,y),# f(sy-f(z=)=1(mod 3), 
车 将 模 3 剩余 类 署 成 三 种 颜色 ,于 是 OREG E 一 种 
3- 正 常 着 色 ， 故 G ETEEN. 
98.6.5 证 明 每 一 Hamilton 平面 图 总 Ж 4— 面 可 着 色 
的 。 
W, 设 G 是 一 个 具有 Hamilton {4 H ЕНН, HÆ 
Ж Н.Е G HHS HATARA G, BARC 仍 是 平 
ЕШШ, шж 1-1 Эп О, 中 度 为 奇数 的 顶点 个 数 为 偶数 ， 故 我 
ТОЕ H 上 依次 将 G, 中 度 为 奇数 的 顶点 两 两 在 H 外 连 
及 边 ， 并 保持 其 平面 性 ,最 后 所 得 之 图 记 为 G:， 于 是 G: 的 
ЛОЗАНА, HE ал д, Gi 是 Esler H, TE X 
,由 练习 .8.6.4 知 G, Ж 2-ШЕ е, ЖЫ бн H A 
ЖШ LETSCH, RUTE 中 H 外 部 的 面 也 是 2- 
ЗН у. ЖКО 是 а-аа ео. 
‚ 8.6.4: 证明 Hamilton3~ 正 则 图 书 有 Tait 着 色 法 ( 即 
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3- 正 则 图 的 正常 3- 边 着 色 法 ) 

证 ， 设 G E Hamilton 3- 正 则 图 ， 则 39 一 28， 故 "为 
йж. G hiy Hamilton 而 H 中 的 边 可 2- 边 正 常 着 
B. HF G 是 3- 正 则 的 ， 故 G- 吾 是 好 中 的 完美 号 配 ， 将 
它 着 以 第 3 色 ， 最 后 得 到 的 G 的 边 着 色 法 ,显然 是 一 种 Tait 
着 色 法 。 

9.6.5 (Cii) => (ii = G) => (їн) 的 顺序 来 证 明定 
理 9.12。 

证 ，(iii) 过 (ii)， 首 先 证 明 命题 ， 任 常平 而 图 是 4- 而 可 
-着色 的 充 要 条 件 是 任 党 的 2- 边 连通 3 正则 的 平 而 单 图 是 4- 
面 可 着 色 的 。 命 题 的 必要 性 是 显然 的 。 命 题 的 充分 性 证 明 如 
T, 若 平面 图 好 不 连通 或 含有 制 边 ，。 则 可 分 别 考 虑 @G 的 分 ， 
支 或 妃 的 块 ， 对 它们 进行 而 正常 着 色 。 并 每 次 使 无 界面 着 
同一 色 ， 于 是 合并 起 来 ， 就 成 如 之 面 正常 着 色 。 若 9 的 每 一 
分 赤 或 决 均 是 4- 面 可 着 色 ， 则 显然 G 亦 是 4- 而 可 着 色 。 又 
显然 G 的 底 图 是 4- 而 可 着 色 的 ， 则 一 定 是 4- 面 可 着色 的 。 
赦 不 失 一 般 人 性 ， 可 假定 G 是 2- 边 连通 的 平面 单 图 。 此 时 车 
G 不 是 3- 正 则 图 ， 我 们 可 由 G нЕ иас. дув 
将 G 中 度 为 ?2， 和 度 大 于 等 于 4 的 顶点 ， 转 换 成 如 图 所 示 的 
图 形 。 

显然 是 2- 边 连通 3- 正 则 平面 单 图 ， 故 攻 是 4 面 可 着 
色 的 ， 于 是 G 也 是 4- 而 可 着 色 的 、 所 以 命题 成 立 。 

在 上 述 命题 基础 二 ,(iii)=>(ii) 等 价 于 由 (让 i) 证 明 2- 边 
ЖШ 3- 正 则 平面 单 图 G 是 4- 而 可 着 色 的 。 由 (iii) 知 ，G 是 
3- 边 可 着 色 的 ， 即 G 存在 Tait 着 色 法 。 设 对 应 的 边 的 色 分 
WAE., Е,, Es), TEE, UE: E, UE, 对 应 的 导出 


‚231. 


转 执 前 G 中 之 图 形 将 换 后 G 中 对 应 的 图 形 
9.6.5 图 


FE G3，G18 将 分 别 是 由 两 两 不 相交 的 圈 的 并 组 成 ， 故 它 
们 分 别 是 2- 面 可 着 色 的 。 设 Cj: 用 向 量 (1，0)，(2，0) 表 
示 的 颜色 进行 了 正常 着 色 ，G1s 用 向 量 (0，1)、(0，2) 表 示 
的 颜色 进行 了 正常 着 色 。 由 十 G==G1UG,s。G 的 每 一 个 面 
HEG, Ga 面 的 交 ， 我 们 用 对 应 的 色 向 量 和 表示 交 面 着 
的 颜色 。 显 然 交 面 的 着 色 共 有 四 种 ， 即 (1，0) 十 (0，1) 一 
《1，D 及 (1，2)、(2，1)、(2，2)， 且 易 证 这 种 着 色 是 正常 
的 ， 故 G 是 4- 面 可 着 色 。 故 ( 行 ) 成 立 。 

(iiy>(i): 设 G 是 任意 的 一 个 可 平面 图 ，G b SE IE K 
АЗ@, шж Я 9.2.400), Axx), 又 由 于 
K*(G)=X(G*), х*(б*у= Х(й*"), тж x(G)=x(ü)= 
ZEL (GA. WGRA. 

G)=(iii): 设 G 是 2- 边 连通 3- 正则 平面 单 图 ， 则 G* 
RHE, Him, Овал, k G 是 4- 面 可 姜 色 。 
再 用 定理 9.12 (н) (Ш), СН), 

9.6.6 设 G 是 # 一 2 的 3- 正 则 图 ， 见 是 图 。 
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(a) 证 明 存在 G 的 子 图 G 和 Cs， 以 及 不 M85938 
Až m, o EV (G), uz, s €V(G,), 48 G EH G, 
和 G, 通过 "梯子 形 "连接 顶点 ша, 01. па оз MAR. 

(Б) Ш E Gituw 以 及 Ga 十 gags 均 有 Tait 着 色 
E, 则 G 也 有 Tait 着 色 法 。 

(с) 用 定理 9.12 推导 ， 四 色 猜 测 等 价 子 Tait 猜测 ， 
任意 3- 正 则 3- 连 通 可 平面 单 图 均 有 Tait 着 色 法 。 

证 ， (a) 由 于 x"* 一 2， 故 存在 el e ЄЕ(0), G—e,— 
ex 离散 成 G'、G" .el,es 不 可 能 有 公共 顶点 。 否 则 由 于 GE: 
3- 正 则 图 ， 如 图 (1) 中 的 es 222 ӨШ, Х 5 w'=2 3 
Ж. Хе. ex 的 端点 有 边 相 连 ， 则 各 图 (2)， 在 G' 中 存 
Hes, ei, RÈ Er, e, 的 证 明 ，es、e4 也 不 可 能 有 公共 
顶点 。 若 ез, е, 的 左 端点 仍 有 边 相 连 ， 则 在 G 中 存在 er。 
ecne. Са) бй u, өз 不 存在 ， 则 这 过 程 一 直 可 以 进行 
下 去 ， 由 于 8: 是 有 限 图 ， 故 有 限 次 后 会 出现 如 图 (3) 的 铺 
їй, ШИР ATARE RFE" L, Hiki G e 3~ 正 则 相 
矛盾 。 所 以 在 9' 中 进行 着 干 次 上 述 过 程 后 ， 就 会 出 现 如 题 
目 中 所 示 的 ш, e: 点 ， 把 G1 剩 下 来 的 图 记 为 G6, 。 类 似 对 
G" 讨论 ， 可 知 (1) 的 结论 成 立 。 

(6) ОДЕ El FPR ZR, iG tuo, Gitan BE 
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ex © ' m= me: 
А < 
= , _ _ 
“ ea е, ==. 
O (8) 
9.6.6 (а) 图 


Tait # ама, Нл: — НЕ, ЈИ ТАГАН, 
З no 16, шо, 着 2 色 。 当 “梯子 形 " 有 偶数 档 
W, ATE mon пуб, 均 着 1 色 。 于 是 可 转换 为 如 图 (1)、 
(2) 所 示 的 着 色 。 它 们 是 GG 的 Tait 着 色 。 

当 “ 梯 子 形 " 为 奇数 档 时 ， 以 3 HAA: WEA) 

当 “ 实 子 形 " 为 偶数 档 时 ”以 2 档 为 例 ， 如 图 (27 


: >=... 1.2 12 „д 
jog e bp 
“ЛҮ? тизүү үө 

у 


9.6.6 (5) 图 


(с) W G 是 3- 正 则 3- 连 道 平 面 单 图 ， 故 有 x =з, AT 

由 定理 9.12 知 ， 若 四 色 猜 测 成 立 ， 推 知 Tait 犹 测 也 成 立 。 
“得 过 来 由 定理 9.12 只 需 证 明 , 若 Tait 猜 测 成 立 则 2- 边 连通 3- 
正则 可 平面 草图 G 必 有 Tait 着 色 法 .由 (a) 知 ，G 是 题 图 
中 所 未 的 图 ， 显 然 G 十 ipl 一 如: 是 8- 正则 图 ， 且 由 Men- 
ger E, s (G> 2. E0 仍 为 2~ 边 连通 ， 则 可 用 (a) 对 
б, 继续 分 解 下 去 ， 由 于 图 G 是 有 限 的 ， 且 是 3~ 正 则 的 ， 从 
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而 到 基 一 步 后 用 (a) 分 解 出 来 的 和 #;:… 均 是 3- 边 连通 图 ， 由 练 
习 3.1.6 知 它们 的 x*=3。 故 若 Tait ж, Ша 
Тай 着 色 ， 再 多 次 用 (5)， 知 8 亦 有 Tait Же. MURIM 
Tait 消 油 成立， 则 四 色 猜 测 也 成 立 。 

9.6.1 给 出 下 列 例子 ， 

(а) 无 Tait 着 色 法 的 3- 正 则 平面 图 

O) 无 Tait 着 色 法 的 3- 正 则 2- 连 

Ж. (a) 其 例 见 图 (1)， 它 无 Tait 着 色 法 。 

(5) 其 例 为 Petersen 图 ， 易 直接 验证 它 无 Tait 着 色 
Ж. 利用 Petersen 图 还 可 构 作 图 (2) 所 示 的 3~ 正 则 2-28 
A. FUOCH Tait 着 色 , Ша, b, свй не, 但 这 样 
一 来 ， 相 当 于 Petersen 图 有 Tait йет, жЕ. 


9.8.7 图 


对 图 (1) 和 Petersen 图 也 可 以 如 下 证 明 它 们 不 存在 
Tait 着 色 法 。 

用 有 反 证 法 ， 若 图 (1) 或 Peter sen 图 存在 Tait 着 色 法 ， 
并 已 用 1，2，3 色 进 行 了 Tait 着 色 , 则 1, 2 色 边 在 图 中 
的 导出 子 图 О: а 是 图 的 2- 因 子 ， 且 每 个 疾 均 为 偶 痢 ,由 于 
这 两 图 均 无 Hamilton NJ, X p=10, Ж G,, 仅 能 是 4 如 图 
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和 8- 转 组 成 的 2- 因 子 , 但 在 图 (1) 中 不 含 6- 圈 ， 而 Petersen 
ARAE, 矛盾 。 所 以 图 (1) 和 Petersen 图 不 存在 Tait 
жеш. 

9.6-8 #P(k)= h(h'—6k + 5) О(Е), Жн QE 
9-3 次 多 项 式 ， 证 明 (上 ) 不 是 平面 图 的 色 多 项 式 ， 

ш, 若 (有 ) 是 某 图 G 的 色 多 项 式 , 由 于 P(s)=0, Ж 
如 不 存在 5- 正 常 着 色 。 又 由 于 平面 图 是 5- 可 着 色 的 。 故 G 一 
定 是 非 可 平面 图 。 所 以 结论 成 立 。 


9.7 非 Hamilton 可 平面 图 


定理 9.13(Grinberg 定理 ) 车 G 是 平面 图 ， НАЖ 
Hamilton MC, #ф,, $; 分 别 表示 含 在 C 内 、C 外 的 面 


度 为 1 的 面 的 个 数 ， 则 УУ@—2)(Ф—ФО=о. 


ist 


9.7.1 (9) 证 明 EI G, 中 没有 Hamilton WANA 
H eRe d. 

(b) 用 (0) 证 明 ÆG, pA Hamilton 50 e 
:和 e'。 

(с) MONER G, 中 所 有 Hamilton Й e, 

(d) 推导 Tutte 图 是 非 Hamilton 的 。 

WE, (0) # G, е, е' W Hamiltoni CHE, M 
好 ,中 带 “11 "的 四 条 边 不 可 能 同时 在 C 上 ， 于 是 由 对 称 性 可 
假定 两 条 带 "Xx "的 边 在 C E. 从 而 立即 导出 粗 边 均 在 C E, 
但 粗 边 中 已 含有 不 是 Hamilton ЩН, HORZ. 
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Ga Gs 


9.7.1 题 图 


(b) # G, REES e, e't Hamilton С, WAŻ 
所 示 的 边 一 定 在 C 上 ， 可 是 这 样 一 来 ， 若 把 e、e' 连同 它 所 
在 的 三 角形 收缩 成 一 点 ， 则 G4 ERG, G, 中 的 粗 边 ER 
G 中 的 e、6' 边 ， 由 (6) 知 这 不 可 能 ， 故 ( 纪 成 立 。 

(с) 若 G, HRERS Ñ eii tg Hamiltoni C, W C 
必须 包含 钥 边 所 示 的 路 ， 若 将 这 粗 边 的 路 换 成 一 边 ， 则 C 就 
变 成 Gs 中 经 过 e、e! 的 Hamilton 图 ,由 (5) 知 ， 这 不 可 
能 ， 故 (c) 成 立 。 

(d) # Tutte ид Hamilton 8 C ， 易 知 ，C 中 必 
Ж {ex，ea， 引 三 条 边 中 的 两 条 《 见 图 )。 若 C 食 Ci，ea， 
我 们 将 顶点 cl ,cs .as 合成 一 点 5， 则 Tutte 图 中 虚线 所 示 
的 上 面部 分 变 成 G4, 且 相当 于 G, 中 的 e， 这 样 就 得 到 G, 
RRA ей Hamiltoni, У(с) 75, ЖЕ C 必须 经 过 下 
再 由 对 称 性 知 ， 和 as 点 关联 的 三 边 均 应 含 于 C 中 ， 这 是 不 
可 能 的 。 所 以 Tutte 图 不 存在 Hamilton M, (а). 

9.7-2 用 定理 9.13 证 明 Herschel 图 是 非 Hamilton 
图 (事实 上 ， 它 是 最 小 非 Hamilten 3- 连 通 平面 图 )。 
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Hershel 图 


9.7.1 Tutte 图 9.7.2 图 


证 ，Herschel 图 的 名 一 由 十 和 5 一 9 ,其余 的 фф, + 
PGAR, АФ, —ф4%е0, ША E gom 


бека) Раа). эе о. HURE 


39.13 知 ，Herschel 图 是 非 Hamilton 图 。 

9.7.5 给 出 一 个 2- 连 通 3~ 正 则 非 Hamilton 可 平 而 单 
图 的 例子 、 

解 。 如 图 Ө 是 平面 单 图 ， 易 检查 @G 是 2- 连通 3- 正则 
B, 其 中 {a 四 就 是 它 的 一 个 2- 项 点 割 集 。 ЖӨ fff Ha- 
milton 图 C， 则 图 中 所 示 的 粗 边 一 定 在 C 上 ， 将 好 中 的 粗 


шелак" С> “一 起 去 8, 8 Lab, cd 


边 ， 于 是 @ 变 成 练习 9.7.1 中 的 G,, C 就 变 成 G, i) —# 

e, е’ 的 Hamilton M, HI 9.7.1(a) 知 ， 这 不 可 能 。 

所 以 G Æi Hamilton H, k O 是 注 足 要 求 之 例子 。 
238. 


9.7.3 图 


9.7.4 (a) G 是 一 个 图 , ВАО, 若 G 一 BB 为 2~ 
树 ( 即 它 的 二 个 分 支 均 为 树 ) 时 ， 称 召 是 @G 的 Hamilton 键 。 
试 证 连通 平面 图 G 含 Hamilton 图 的 充 要 条 件 是 对 企图 G* 含 
Hamilton #, 

(Б) 试 在 平面 图 的 对 偶 图 上 叙述 Grinberg 定理 ， 并 证 
明 它 对 非 可 平面 图 也 成 立 。 

ҖЕ. (0) >. С E G МНатіод , н 579.2.3(0) 
ж, C 在 6 中 对 应 的 边 集 是 键 ， 记 为 B*。 记 C 内 各 面 对 
应 在 G* 中 的 顶点 集 的 生成 子 图 为 T'， PAT REAK, 
AT' EE, 不 然 {eE бе ET'} 中 含有 G 的 键 , 由 于 G 的 
顶点 均 在 C 上 ， 这 是 不 可 能 的 , 故 T! 是 一 棵 树 , Н, 
G* 一 B* 的 另 一 分 支 也 是 一 棵 树 。 故 B* 是 Ge 的 Hamilton 
@. 

<, š В" 9 中 的 Hamiltoa 8, Hg 3 0.2.3(а) 
m, В G 中 对 应 的 边 集 是 图 记 为 C。 若 C 不 是 @G 的 Ha~ 
milton H, 于 是 存在 e & C, ш GRENE, о, 不 可 能 是 
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好 的 孤立 点 。 取 与 六。 相关 联 之 边 集 记 为 了， 显然 它 是 G 
ФА, Н ВСа-С. TERRY 9.2.3(0), {eEG eE 
В\с@°- Ве, х5 0*— В" 2-75. КС 
AAHH Hamilton W, 

(b) Grinberg 定理 在 平面 图 的 对 偶 图 上 应 叙述 成 ， 
“车 G 是 平面 图 ， 且 具有 Hamilton # B, M, 


G-r) =0 

dal 
Зәй э, эг 分 别 记 为 G 一 及 中 的 2- 笃 7 TOREA i 的 顶点 
+=." 

TER дЕ ЕГ, ШЕЙН БОВ 9085 Grinberg 
уш, ФЕ'=Е(Т'у, = Е ,Es(T')=s +I, Ж 
# 

Ўта (1) 


i=l 
叉 忆 ! 中 之 边 怡 以 TT! 中 的 两 个 顶点 为 端点 . ПШ B ih 每 一 边 
митин, МЖ, 


Ў 181 (2) 

《2) 一 2(1) 得 ， эз)» = 181—2 (3) 
зт 

SD, Y G—2;= 181—2 са 
А 


O 50-00-00) 
ЖИ. 
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9.8 平面 性 算法 


ЖХ. # B ӨТЕ H ЮЕ, АВА H {Ей 
顶点 均 包含 在 H HEERA H 的 一 个 面 了 的 边界 上 ， 则 称 
Вж Флет, 我们 将 BER PERJE A HRAT 
HARAY F(B, H). 

EX, ӨЗБ, H 是 G 的 子 图 , A R Нил 
ЖЕКА, ЖӨ 有 一 个 平面 嵌入 GE H Юл АСО, 
ИЖ Я 是 G- 可 客 纳 的 。 

定理 9.14 若 和 及 是 G6- 可 容纳 的 ,那么 , ЯНЕ Н 
FB, BAF, Н)у+о, 

平面 性 算法 ， 

1. 设 G 是 G8 中 的 图 , RG 的 一 个 平面 嵌入 G1 F 
i=l, 

2. #E(GYNE(G,)=@, RE: BW, MERGE 
URAR, ЭРА В, kis F(B, б,), 

3 HRP BEFO, й,у=Ф; 则 停止 (这 时 根据 定 
理 9.14,G 是 非 可 平面 图 )。 否 则 ， 若 有 桥 B 熏 [PC(B ,人 = 
1, 则 令 { 丹 =F(B，6B,); 否则 ， 设 如 为 任 一 桥 ， 仿 了 为 
五 (8B， 人 ze) 中 的 任 一 面 。 

4. ФИВТ G 的 两 个 接触 顶点 的 路 PS 
В, %69,.,=9,0Р,, ЖР, BE б, 的 面 F 内 ， 得 到 G, 
芍 一 个 平面 嵌入 Beri， 将 i 用 i 十 1 来 代替 转 入 第 2 步 ， 


9.8.1 用 平面 性 算法 证 明 Petersen 图 是 非 可 平面 
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E. 

证 ， 如 图 ， 从 图 G, =123451 FÉ, (16, 27, 38, 49, 
5(10), 68, 69, 7(10), 79, 8(10)}, {69}, {27}, {38}, 
{5(10)}; (69), (33), 16(1022y9J220:. бз. б, 每 一 步 
中 的 各 个 桥 ( 为 简单 起 见 用 { } 中 的 边 集 合 来 表示 )， 粗 体 字 
表示 其 中 IF(B, б,)| =1 ЮВ, 0, 由 @, 加 路 P, =168 
《10)794 得 到 ，6， 由 б, 加 路 P, =27 得 到 。 最 后 ，Gs 中 由 
38 ARAH ВЯ IFE, 2.) =0, JX 而 Petersen 图 是 非 : 
可 平面 图 。 
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第 + 章 有 向 图 


10.1 有 向 H 


ей. ЖЫШ О 是 如 下 的 一 个 有 序 三 元 AVD), A 
(Р), $), ЯНУСР)АЛИАд Р, «Иән 
合 ， 且 A(D)5 V(D)% АЛЖ, 9—1 AMD) 
а (Бу MAA ЛЕМ Серан) Вже 
RER. # a € A(D), а, e€V(D)B #›(а)==(а, е), ЙЇ 
жаса, v Hawk. 

ең. 每 一 个 有 向 图 娓 ， 可 以 构 作 一 个 无 向 图 人 弛 如 下 ， 
V(gG)=V(D), A(D)rhit Ж, 用 相同 端点 的 边 来 代 规 ， 
构成 局 (G)，g%o 一 %p， 我 们 称 上 述 弛 是 万 的 图 图 。 反 过 来 ， 
对 任 一 无 向 图 @G， 对 它 的 每 一 边 的 两 端点 规定 一 个 次 序 ， 就 
相应 地 得 到 一 个 有 向 图 卫 ， 我 们 称 呈 为 好 的 一 个 定向 ， 在 
жат ратни, MOKE DKEA. 

定义 ， 有 向 图 号 中， 若 不 会 环 、 且 有 相同 端 点 的 两 条 
型 没有 一 对 是 相同 的 ， 称 也 ЖЕНИЛГЕН. 

类 似 于 无 向 图 ， 可 定义 有 向 途 数 ， 有 向 数 、 有 向 路 、 有 
向 数 数 分 支 ( 强 连 数 分 支 ) 和 内 度 dz(*)， 外 度 0300). 

将 无 向 图 的 边 君 成 两 个 方向 相反 的 弧 。 则 无 向 图 也 可 
科 君 成 有 向 图 ， 故 有 向 图 是 更 广泛 的 一 类 图 。 读 者 可 参 请 
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C.Berge 著 的 《Graphs and Hypergraots?(1973)。 它 是 - 
一 本 用 有 向 图 来 叙述 图 论 基本 结果 的 著作 。 


10.1.1 一 个 单 图 G， 可 构 作 出 多 少 个 定向 图 ? 

B: ТАН О 的 每 一 边 ， 有 两 个 方向 可 殿 选 择 ， 故 
AR G 可 构 作 出 2” 中 个 定向 图 。 

10.1.2 证 明 2 dr-(o)=s 一 dr)。 

< = 

证 ， 由 于 号 中 的 任 一 弧 恰 有 一 个 头 和 一 个 尾 , Е 
命题 成 立 。 

10.1.3 设 刀 是 一 个 不 含有 向 团 的 有 向 图 。 

(а) 证 明 6- 一 0。 

(2) 推导 矿 ( 卫 ) 中 有 一 个 排序 wz: ve, се, 0, 使 得 对 
Фі», DD 中 头 为 v4 WRAN, ABEE, vss 
0-1}. 

їс, (a) НЕЧЕН, 30-220, W D 中 每 一 个 顶点 至 
少 有 一 条 入 统 ， 玖 均 可 沿 这 弧 反 向 到 1 D 的 另 一 个 顶点 ， 
且 这 过 程 永远 不 会 终止 。 另 一 方面 ， 由 于 D 是 不 合 ЯШ 
的 有 痕 图 , 故 上 述 过 程 不 可 能 永远 进行 下 去 ,矛盾 , M= 
0. 

(Б) (0), {РЕ v, dalo )=0,. RER E D, SD 
v, ED Е ОТИ А 
45,(0.)=0; HSE D: =D mo:D- (01, vt, Ш 
直 进 行 下 去 ， 共 进行 KA, r, Pa, e, >, E 
йй; 即 为 所 求 之 (DD) 的 排序 。 

10.1.4 жй, D 为 有 向 连通 的 完 要 条 件 Я DEER 
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B, B DOREA METK. 

证 , 之 : EFD h — 898, £D ERAO rh 3 
—#&%, Анх, D ЖЖЖЖ, D 显然 是 连通 的 。 
XÈ D, арфе, р. 上 任意 两 顶点 4，9， 由 于 也 是 有 
向 连通 的 ， 从 而 在 卫 中 存在 有 向 路 Pls, о) Обо, u), 
由 于 端点 在 语 一 块 的 有 向 路 不 可 能 包含 其 它 块 中 之 顶点， 故 
Р(а, o) Qo, DÈ D 中 的 有 向 路 , Ж ХО Б, Ж 
有 向 连通 的 。 

<. u, ож р АЖ РАЕВА ИТИҢ, НРО 
是 连通 的 ， 故 在 卫 中 存在 连接 4,，% 的 路 ,在 路 上 依次 经 过 
Э дїп, ва, се, ш, ВРО, n AFDAK, 
HEE Pilu, а)-, Оби, -A HBK, ж, 8, (72, 
+, ВУ ТБ HE, ЖЕР, (ш. 1, t), Qi, 
па) Б, Ж АНТ wav 属 于 刀 的 闻 一 块 ， 故 存在 Pa 
(шь, о), Qolo, п) 198, РЕР, (а, w )UP,Gu:, 
яз) U = U Pa (ав, ш) U Prsi (ay, v) = Р (и, v), 
Q,.,(ə, u.) UQ,(u,,u,- )U UQ;(u,, uu) ОО, (ш, пу 
=0(0, u) 分 别 是 卫 中 的 有 疝 路 , 所 以 按 有 向 连通 的 定义 ， 
号 是 有 向 连通 的 。 


10.1.5 Ой Бен D 合 转 每 条 弧 的 方向 得 到 的 有 疝 
в. 


ра . 
(a) 证 明 ，(i) р-р, Gi) 00) 一 do-(o)， (їн) 


РЕТТЕ Ора M o 可 达 的 。 
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(Б) 利用 (a) 中 (ii) 及 练习 10.1.3(a), E, 若 刀 是 
ЖЕНИ ЖЕТЕ, M 0 一 0。 
WE, (0) 按 定 义 结论 是 显然 的 。 


(8) 由 (9) 中 (ii), 帮 б„*=д-, Хра, 


пак латин , 故 出 练习 10.1.3(4) 知 有 5 一 0, 所 
以 6o+ 一 0。 

10.1.6 证 明 ， 若 万 是 严格 的 НЕШ, N DARKE 
不 小 于 max{6-，6+} 的 有 向 路 。 

E TRE, TEE maria, 8')=4", ЖЯ 
EDUT. W Р(а,, оо) 口中 的 最 长 有 疝 路 , 3 它 的 长 
ENFO ЖИНЕП 是 严格 的 ， 必 存在 以 V6 为 尾 ， 头 不 在 
P(as, vo) WWI, MIEP (ao, ra) 可 继续 延长 这 与 
(wo, 00) 是 最 长 有 向 路 相 矛 A, BOL P (u, v) 的 长 度 不 
P Fot max(6", 6*), 

10.1.7 证 明 , £D ре DA PJ E, Emaxí(6", 
д*}=й>0, M D RG EBE T RH HARE. 

证 ,不 失 一 般 人 性 ， 可 以 假定 max{d-，6+}=6+, TAF 
жия. ав ол.в 知 ,也 中 之 最 长 有 向 路 Pla, 
ескй, вр 是 严格 的 ， 从 而 应 有 dlo) >h Rk 
ЖБ, о 为 必 。 上 且 直 于 P(4o，96) 是 最 长 竹 知 ， 
这 些 以 v6 为 尾 的 d+(ae) 条 弧 的 头 均 在 Pla, o), Жр 
中 会 有 长 度 不 小 于 & 十 1 КЖЕ. 

10.1.8 о, vz, ++, Vs 是 有 向 图 也 的 顶点 ， DD 的 
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НЕН эх» Amas], RH ou Бр 
Don SAn KARER, HANG, DERAS D 
ОРЕ А 

证 。 对 让 用 归纳 法 。8 一 1 时 ,出 入 的 定义 知 命题 成 立 , 设 
АР АНЕ SHEA (а) НАА, ща 


Doas, ВВВ алон EE 为 各! 的 


#=1 

dvi, о) - МА, Tü a, MRR D rh o: 9 №, 
+, КАТА, K atita, , 表示 Рн SSH (o, , 
7) 的 长 度 为 上 的 (v;，9y)- 有 向 途径 的 条 数 。 由 于 DD 中 任 
一 条 (vt，v/)- 有 向 途径 ， 最 后 总 要 经 由 某 一 条 (v1，p9y) 弧 ， 
Я ае ӘК hiw, vy)- 有 向 途径 的 条 
数 , 由 归纳 法 知 ， 命 题 成 立 。 

10.1.9 Di, Di, e, D, 是 也 的 有 向 连通 分 支 ， 
ВИ DORRE) 是 定义 如 下 的 m ATP mi, mas ma Bs 
ЖАНЕ, D HAB w, KA ш, (ЖЕЕ ER В 
ж D, 中 ， 而 头 在 刀 ， HAR, ADHRA DREA 
HE. 

E. Ж D hA, ME 六 的 定义 ， 对 应 在 也 中 
rkb D 的 数 个 有 向 连通 分 支 的 顶点 的 有 KE., Ex 
一 来 ， 对 应 的 这 教 个 有 向 连通 分 支 ， 按 定义 应 是 同一 个 有 向 
连通 分 支 , ЖЕ. ЮЙ ЖЕНШ. 

10.1.10 0. G 有 定向 呈 ， 使 得 对 所 有 的 vEV(G》 
WE ldi- OA «1. А 

E: G 有 偶数 个 奇 度 顶 点 ， 将 这 些 顶 点 一 对 一 对 联 边 ， 
得 Euler HG’. ÆG LR Euler 环 游 ， 自 它 的 起 点 开 
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HEE Euler FREON HEALER PARE D- 
显然 vo € V(G)# dẹ (0) =45, (0). ЖЕРЫ 8 б 
边 对 应 的 弧 去 掉 ， 得 CS --Лавр, вяра 
145(0)-45(0)1<1, YuEV(O. 

10.1.1. 树 的 定向 称 为 有 向 树 。 有 疝 四 刀 ， 若 它 的 任 
一 项 点 均 由 项 点 4 可 达 ， 则 称 а ADHRA. ARGA ARE 
HWE. XARA DEARER, mE 对 了 中 任 一 对 
HAs, 0， 总 存在 由 ， 它 到 #，p 均 可 达 。 了 是 树 形 的 充 腹 
条 件 是 它 是 拟 强 连通 的 ， 昌 满足 下 面 三 个 条 件 之 一 ， 

(о) oe(T)=7(T)—1, 

《6) 了 中 去 掉 任 一 条 强 均 破坏 其 氢 强 连通 性 ; 

(e) 了 中 存在 一 顶点 a, dy(a)=0, dy(u)= БЫ 
Y(T), аза, di(4)=1, 

证 , > HEX, ТОЮ+АЖЫШШЫШЕЗ. THEW. 
m, (aR, НОРАВО RREH, Бї й-б ES рй 
Ж Ж 488) 28in, HORZ: 车 工 中 的 根 为 @， 
dš(a)>0, 设 (v，a)&A(T)， 又 由 根 的 定义 ,在 T 中 存在 
《se， 办 -有 向 路 ， 于 是 它 和 (pg，c) 弧 构成 T ций, F 
Ж. Я 4,00) = 0. B b, Z (а), (ош), 
(m, DEAT), РИ Е Т (а, v)-, (a, ш)- ЖЫ. 
Фо ЖЕНИ, ЖБ; (с). ` 

< ШЕТТЕ, 设 T 的 顶 虑 为 wu，bs 
b, ТАЖ ш, 0900,0, HP 81 FE u, EA u, 
DTE, e. ДОРТ ш, ， 它 到 bb， БА, m 
Ruri 是 了 的 根 。 又 全 显然 是 连通 的 ， 荐 (6) 成 立 , 出 出 
定理 2.2 4, T 的 底 网 是 树 ， 故 T 是 树 形 .又 车 (8) 成 立 ， 
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独 (e) 成 立 。 这 是 因为 若 4у(а):>0, WER ай А, ЖЕЕ 
坏 卫 的 拟 强 连通 住 。 若 dr(u)22, ase € (Т), 8 (v, 
最)，(z，S)E4(T)， 央 而 有 两 条 不 同 的 有 次 路 由 6 到 + 可 
Ж, ШЖ Ко, п), ЖЕ Т HME ЖШ E. АДЫ 
与 (6) 蔬 盾 。 最 后 车 (c) 成 立 ， 则 由 练习 10.1,2， #a(G)=: 
*(G)-1, FACAR, T 是 树 形 。 


10.2 有 у 路 


Ж. 完全 图 的 定向 称 为 赛 赛 贸 。 

ERNI ЯГ В ЖЕШ Э Х-1 的 有 向 路 。 

系 10.1 竞赛 图 总 含有 有 向 Hamilton 路 。 

定理 109.2 无 环 有 向 图 喇 存 在 一 个 独立 集 5， 使 得 所 - 
ARES 中 的 项 点 都 可 以 从 5S 中 的 项 点 出 发 ， 绎 长度 不 起 
于 2 的 有 痪 路 而 到 达 。 

系 10.2 竞赛 图 总 存在 这 样 一 个 顶点 , ийдин; 
RATAST En ET 2 的 有 疝 路 到 达 。 


10.2.1 证 明 : леда: 或 让 要 政变 <- 
条 弧 的 方向 ， 就 可 变 成 有 沿 连通 本 。 - 

证 ， 由 系 10.1 知 ， Em ЕЛИП Hamilton 路, 
从 而 竞赛 图 或 者 有 有 向 Hamiltoni, RAE—R MHA hr 
T, ЖА Hamilton 图 ， 故 结论 成 立 ; С 

10.2.2 有 向 图 中 任意 两 全 顶点 4 Mo, ВАТА в 
Iiko, RATA o 到 达 ш, Ий D 为 单 向 的 。 证 明 * Вж 
单 向 的 充 要 条 件 是 卫 中 有 一 杀生 成 有 网 途径 


мө 


Ж. >. 构 作 一 个 新 的 有 向 图 D, RMAN D HAR 
н, аА Этна аркон, # D, rh ЖШ 
尺 y,9)。 于 是 由 DD 的 单 向 性 ， 推 知 р, 中 包含 了 一 个 VY(D》 

为 顶点 集 的 竞赛 图 Т 作为 它 的 有 向 子 图 。 由 Z o. m, T 
中 存在 有 向 Hamilton 路 ， 从 而 在 D, 中 亦 存在 有 向 Ha- 
-mikon j, CRNE D h, AE D phi E REE 
e. 

<, ШЙ. 

10.2.5 (аў Р==(о,,о,, ++ ARR РН 
ЖАКИШ, # P +R Hamilton 路 ， 对 任 一 YP， 证 明 
FERDI, Ho oA, v DRE D pR 

(b) 证明 Reédei 定理 ( 即 系 10.1) 

WE, (a) 由 于 也 是 极 大 有 向 路 ， 从 而 公 能 (ovo)、 е. 
сэз)Є A(D). XR D 是 竞赛 图 ， 每 一 个 p14, 1,2,6, 
395569 有 强 相 连 。 从 而 至 少 存在 这 样 一 个 六 A (pi， >. 
Xo, e. a)€6.ACD),. 

(b) ЖЭ ЖЕҢИН P=(u, ,pa os) 不 是 Ha 于 和 一 
“ton 有 向 路 ， 政 存在 v 攻 号， 由 (4) 知 ， 存 在 某 个 v 有 (v4 ,0)、 
Aoa EAD) TER EO ора, 56,06 0а ПА) 
是 一 条 比 呈 更 长 的 有 向 路 这 和 P 卫 是 最 长 有 向 路 的 假定 18 
ЖЖ, # P 8. D rh Hamilton 有 向 路 。 

10.2.4 ЖЕЗ, 来 证 明 系 10.2。 

Ш. 设 vo 是 竞赛 图 也 中 的 最 大 外 度 项 点 。 在 也 中 若 存 
-在 oz， 使 到 ur 需 长 度 大 于 2 的 有 疝 路 才能 到 达 ， 则 (v3， 
200640), Но, 的 外 邻 点 必需 也 E o, 的 外 邻 点 。 于 是 
edilo) > do'(56)， 这 和 v, 是 万 的 最 大 外 度 顶 点 的 假定 栓 
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ЖЭН. ER 10.2 成 立 。 
10.2.5 (4) 设 卫 是 %>mn 的 有 向 图 ，f ESSEX EV(Dya 
上 的 实 信和 函数 证明， 号 或 者 有 一 条 有 向 路 《so，4s。*…， 
Пп) В FUL Св), 或 有 一 条 有 向 路 (v0， 
эе, VaR Соо) Со у> ОЬ), `, 
(V . Chvátal #1] • Komlos) ` 
(b) 推导 ， 任 意 一 个 mn 十 1 个 相 异 整数 的 序列 成 包 洁 一 - 
个 有 mm 项 的 增 子 序列 或 包 售 一 个 有 + 项 的 威 子 序列 。 
(P.Erdbs H G.Szekeresy- 
W: (a) нор, 和 D, BEWERTE, Dh 
ЖАЙ (ао) АСР, А f(uy<f(6). 本 中 之 弧 
《8,90) 属 于 A(D,) ЯА Ж (ау), ж D=D,U- 
Dr. %1(р,)<т, Y(D,)<n, R. D, ,D, 3F BJ, Rim п 
色 正常 着 色 。 设 oe V(D), ED пй, @ ED hii, 色 , 现 : 
对 在 DD 中 着 以 (i iË, БАО ENR BEET, 
#k2(D)<mm , RSL >m HFE, ВНР уот 
XD )>n, EX (D,)>m, WH 2 me 10.151, ДЕ Б, 中 #- 
在 一 条 长 度 不 小 于 X( 卫 1) 一 1 之 m 的 有 向 路 (Roy, 
411-1), BD, 定义 显然 有 О) (и ваў 
Ж x(D,)>n, 则 由 定理 10.i 知 ， 在 口中 存在 一 条 长 度 不 永 . 
*x(D,)—12n 的 有 向 路 C20, 1, +, Uns Urio p-1), BE 
D, яхт Роб) 00), ЖИЫ, 
CE) 设 ma 十 1 个 相 异 整数 序 2] 29 lar, 0g, амаа) 
УС) = {0,, Vas, Umas), SPEA F H R A E D: 
Согоо) АСР) А i<j. S$ 2(D)=mn+1.2- 
3EV(D)EASVESI8S ER f, РС) аи, G=1,2, m 


51. 


+1). 于 是 由 (a) 知 ， 在 口中 或 有 一 条 有 光路 (240 ,9 ， 
Vim MEN FOSFO EESK Omn) НЫЕ 1 <i <. 
过 i, 对 应 有 a Sa азы: Ва, Н, War < 
<a: ЖАНЕ Р НА Coro D ИЕ R, 
Соко РС) or BREN <i <ia f 
HEA ato >01, 2 ган HARRE. 

10.2.6 (a) HRE 10108.12 šE 8 ОЖ — 
жщ 加 ， 它 的 每 一 条 有 向 路 的 长 度 均 不 大 于 A 。 

[ 注 ]，(e) 的 证 明 不 必用 此 定理 。 

(8) 给 (4a) 一 个 构造 性 的 证 明 。 

WE: (a) m Ж8в.1.2 41, X(G)S< A +1, & G 存在 (A 
HERRE, HH G 已 用 A++1 种 颜色 进行 了 正常 车 
В. Ст? но, ВО (во) Е a RE 
手 小 于 口 的 着 色 j， 显 然 在 这 种 定向 下 它 的 有 向 路 的 长 В 
XA+1)-I=A., 

(0) ВСС) (0,000.00), ШАО Й о 
连 岗 它 的 邻 点 个 数 不 会 超过 A +, MEREATUR 2 А 
s RIRE, jË ө, 着 的 颜色 和 о, OBA 6 (J <1—1)% 的 
ЖЕНЯ, -EN GRAH 种 颜色 正常 着 色 完 为 止 , 然 后 
在 这 种 着 色 基础 上 ， 按 (o) 中 的 定向 方法 将 G Em. i A D, 
RR D 中 的 有 疝 路 长 度 生 (A 十 1) 一 I 一 A。 

‚1@.2.7 类 似 练习 1.4.8， 对 有 向 时 也 有 对 应 W Ulam 
猜想 ， 试 举 反例 说 朋 ”一 5,6 it, AA 图 的 Ulam 猜想 不 成 
ЗОВ ут 不 存在 反例 )。 А 

(1..3 .Веілекей Е.М.Рагкегу 

B: RADE: `: 
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10.2.7 图 

1.2.8 (H.G.Landau, 1955) ЗАЯ, (r), 
rs, r.) KOT НА БЕЛЕ ЭП А РЕ ЙЕ, (а) 
5 ->( 1) ,对 任意 非 空 于 集 Y SX 一 1,2.) 


Ber 


® ўъ=(”). 


эел 


Ш, =>, 以 了 二 {1,2,…9) 为 顶点 集 的 竞赛 图 TE 
ЗК ҮСХ, ТУТА УГТАН, HEI 10.1.1, 


а е 


成 立 。 
<=, VEX, MARG, |с] 一 rs， 且 使 1Ge} 两 两 
不 相交 , 令 G= UG, B= IKI, Н (С, 


иво, ев», BALOLARI =(7)= Ун. 


er 
注意 到 对 于 非 空子 集 B' СВ, Y= {h DRG REB). 
于 是 由 (6) 有 
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is( < = yl (6,6, (°) 


Кз EYE Е 

下 面 定义 2- 部 图 长， 其 顶点 划分 为 (B,G), G, jiv 
€G 祖 邻 的 充 要 条 件 是 UE GGy .于 是 (* ) 对 乓 来 说 就 是 定 
理 5.2 的 充分 条 件 。 LABI = GI, нж 05.2, K h 
存在 完美 匹配 。 即 存在 一 一 喘 射 了 f， 了 一 >G。 

用 f 我 们 来 构 作 竞 赛 国 了 一 ( 玉 ， 4) 如 下 :太一 {aaypay 
о}, WET <i, (w, o EA крй Ж Р, y eG,, 
否则 (vs，v4)E€ А, 显然 由 于 f Ж——ЮЖЯ}, 歼 有 dws) 一 
тет) ИТ ЖЕРИК. 


10.3 有 W 图 


定理 10.3 在 ”之 3 ИННО БАТИ д 都 
食 于 某 个 有 向 Е, зе 

定理 10.4 若 呈 是 严格 的 有 向 图 , Н Din {6- 1"), 
220/221, HD €&&— 4 #isHamiltou 8. 

СНО NE, Тен. 1.С.Бе, 
rmond fa С. Thomassen Ж J. Graph Theory Vol 5 
(1981)1-43 的 综合 性 文章 。) 


10.3.1 用 定理 10.4 来 推导 定理 4.3, 

证 : ЖЄ RRB, 7023, ҢАб>>/2,ЙЧ G hd uz, 
AEU, o), (опу УН BB D, D 显然 是 严 
格 的 瑟 有 min{6- ,61'}==62>7/2>>1。 于 是 由 定理 10.4 知 ， 
在 呈 中 存在 一 个 有 向 Hamilton 8, GALE G 中 的 一 个 
Hamilton 图 ， 故 定理 4.3 得 证 。 
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10.5.2 ”有 向 图 D 中 的 有 向 Euler 游历 是 它 经 过 刀 的 
每 一 条 弧 恰 好 一 次 的 有 间 游历 证明; D Ar A Ешег 
Баавар вр, H dt (s) = d (o), 对 
VrEV(D). 

Ш. >. ER. 

& яя, DREAME, Z C £ D 中 最 长 KAN Hl 
№, #8 D,=D—ACC), # D, 是 空 图 较 定 义 C 就 是 
也 中 的 有 向 Euler 游历 。 若 如 "不 是 空 图 ， 则 ,不 k Re 
假定 存在 e€ A(DYNA(C), 且 e 的 一 个 端点 在 C Е, 5⁄2 
一 方面 显然 DD, 中 的 每 一 个 顶点 ve DHAN datie 
421760), WE D: 中 一 定 存 在 含有 e ЇЙ С, СОС 

RRE D Ik C 长 的 有 向 闭 迹 ， 这 和 Стел, 故 

c— 一 定 是 呈 中 的 有 向 Euler 游历 。 о" 
10.3.3 it DRAHA, HAE ë 
G) d*(a)—d"(x)=1=d-(y)—d*(yy ' 
Gi) dt(o)=d-(), Ж ve ep {х,у}, 

”用 练习 10.3.2 ARD г АДА (я, уу 
BK. ` - К 
证 , & БЕ, ЛГА SEL, х 

导 一 个 新 有 ARD, 对 的 每 一 个 顶 о 00 S 450)= 
dç (9). RD фах 顶点 的 分 支 D, , B 然 了 ,满足 练习 
10.3.2 的 条 件 , 所 以 在 也 ! 中 存在 有 向 Eules 游 历 ,出 作法 ,DD， 
ЖАГ (ух), MAD REE ЖК СУ, х) (х, у)- 
有 向 迹 ， 将 这 些 有 向 迹 上 所 含 的 有 疝 是 除去 ， 最 后 得 到 
刀 ! 中 了 条 不 食 (y，Y) 的 《z，?)- 有 向 路 ， 亚 然 它 也 是 刀 中 
的 了 条 无 公共 统 的 (x,y) -有 疝 路 . 
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10.3.4 R RERE, BEAAM, HENSE 
BSE. 

证 ， 设 urett AAWA D HERD, 车 e= 
Cortin EA, WE P=, HOV) 
raD EA Bh: DE REER, AURE R, 
зич) АВЕ, ЗР, AP AAR Р, (u a, n Ë 
Dit 33588, бае, ВВЕР, (01,2, 6, 2E 
элни, FEP PaPe | E D hib—# ri e 
ЖЕТ. THB HE, W T 前进 ， 在 前 进 过 程 中 假如 E 
FERAM, BSN, MAE T. 3 是 有 В 
E, URCAT 中 除去 ， 继 续 沿 了 前 进 ， 直 到 走 完 为 止 。 
显然 ， 最 后 出 下 来 的 有 向 酷 一 定 是 有 向 奇 圈 ， 故 命题 成 立 。 

10.3.5 如果 本 ) 中 每 一 个 非 空 真子 集 S， 均 有 1(S， 
Sisk, MEJEJE f A D Ek- EA 非 平 
凡 有 向 图 D 是 有 向 连通 的 充 机 条 件 是 襄 是 1 - 弧 连 通 的 。 

证 , >, #5 是 矿 的 非 空 真子 集 ， 任 取 n ES, mE, 
由 于 也 是 有 向 连通 的 ， 从 而 在 也 中 存在 Cv,,08)- 有 向 路 ,所 
S, 全 ) 非 空 ， 即 只 S,S)| 之 1， 按 定义 呈 是 1- 弧 连通 的 、 

. €, EDELA 连通 的 ,但 不 是 有 向 连通 的 。 设 ni， 
9: 在 中 不 存在 《v1,0;)- 有 向 路 , Ф S 是 号 中 存在 (v3 ,0》 
-有 向 路 的 所 有 顶点 " 的 集合 显然 usE 5, 1805,5) = 
Ф, 105,51 =0, 25D 的 假设 相 矛 盾 。 故 也 是 有 问 沈 
же, 

10.5.6 G eh HBLD(G)E 98 Сй Ше. 
用 和 e 有 相同 端点 的 两 条 方向 相对 的 级 来 代 挫 e 所 得 到 的 AE 
RA. ES 
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(a) G 的 路 和 DD(G) 的 有 向 路 之 阅 存 在 1-1 对 应 ， 
(6) D(G)E 刀 - 弧 连 通 的 完 要 条 件 是 G Rh 38. 
WE, (a) 若 P=voelvie2** se,o, 是 局 中 的 一 各 路 ， р 


"Ре(о,,а,ш,аа, +з, сып), ЖОН а = (0000) 


A(D(G)), 是 D(G) 中 一 条 有 向 路 , 令 P 和 之 间 建 立 一 个 对 - 
应 关系 ， 易 知 这 对 应 关系 是 1-1 的 。 
(b) 由 (9) 及 - 强 连 通 和 &- 边 连通 的 定义 ， 结 论 ЖЕ 
的 . 
10.3.7 试 证 明 ， 对 解决 图 的 Hamilton 问题 来 说 ，2- 
部 图 、 无 向 图 和 有 向 图 都 是 一 样 因 难 的 凤 ? 
证 ， 由 于 2- 部 图 和 无 向 图 可 以 才 成 有 向 图 的 特殊 铺 况 ， 
具 而 只 需 证 阴 :“ 假 如 2- 部 图 的 Hamilton HAERA, R 
有 向 图 的 Hamilton 问题 由 此 而 得 到 解决 、 为 此 我 们 将 任 
一 有 商 图 万 ， 相 应 地 构造 一 个 2- 部 上 图 GD) 如下, D tE 
一 顶点 v， 对 应 于 ССРУ ИА o’, v”, XU u’, o" Ж 
端点 作 一 条 路 Pe, Ң&Ж>?, ВЖИ Р. 顶点 不 相交 。 
对 于 D MEAO), ЖЕ GCD) 中 增加 一 条 vv ñin, 
MARR. 


БД 
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显然 也 存在 有 向 Hamilton 钾 的 充 要 条 件 是 Gf 也 ) 存 在 - 
Hamilton. 8338 Рой ТЫ, G(D) 是 2— 
部 图 ， 故 命题 成 立 。 

10.5.8 ”每 一 个 顶点 的 出 度 和 和 人 度 均 为 上 的 竞赛 图 称 为 
正则 完 赛 图 。 证 明 #- 正 规 党 赛 图 的 弧 可 以 分 解 成 两 两 统 不 - 
相交 的 2- 因 子 和 。 即 它 可 2- 因子 化 ,(P.Kelly 在 1966 年 提 . 
出 如 下 著名 的 猜测 ,和 -正则 党 赛 图 可 以 分 解 成 两 两 弧 不 相交 
的 有 向 Hamilton A, 这 猜测 至 今 疯 未 解决 。) 

证 ， 对 给 定 的 & -正则 竞赛 园 了 了， 类 似 于 练习 10.3.7 构 作 
G(T)， 妈 把 了 中 的 顶点 v0， 在 G(T) 中 拉 开 成 0.0" 商 个 顶 
点 ， 不 过 这 里 不 作 路 P,. 于 是 了 是 可 ?~ 因子 化 的 充 导 条 件 
是 G(T) 是 1- 可 因子 化 的 。 另 一 方面 ， 由 下 的 各 正则 上 性 ,、 
СОТ) REN 2-80, РЕНЕ 5.120, GET JRR 
因子 M. ERA GO)-M 仍然 是 (8 一 1)= 正 则 2- 部 图 ， 故 
多 次 应 用 系 5.2 HARR OCTET 1 因子 化 的 ， 综 会 上 
述 ， 故 命题 成 立 。 . `. : 


; алх 
10.5.9 ssamen JN "OFE, RIRE 
АЖ, ERRAT НК, S205): 
(в) T 中 传递 三 角形 的 数目 为 ， 》S,(S+ 一 1)12， 


[т 
(b) 全 中 有 -ARREDRE 7,3): 
юз 0и %4 pa=1 (mod 2) 
(2% —47)/[24 当 ?= (mod 2) 
(Е.Нагагу їп В.Мозег} 
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证 : (a) 考察 顶点 v, CHERS S, TEREE H 
чей =й РШЕ 2 的 顶点， 一 共 能 产生 S,(S,—1)/2+- 
传递 三 角形 。 政 (4) 成 立 ， 


Ф) fo,3)=( 3 ) 一 了 中 传递 三 角形 的 数目 。 所 以 
ов) (5)- ESS, (5) H0- 


— stn. 经 简单 的 琢 值 计算 , MORE. 
i=l 


10.4 “工作 排序 问题 


问题 工作 Ji ,J4,… Js 都 必须 在 同一 机 器 上 进行 ， 设 
-了 4 到 J 的 机 器 调整 时 间 为 iss。 求 一 排 府 ， 使 得 全 fy 为 最 
-小 。 

АИО ТЕ ААН, HRA 
HRE, ТЕУГЕ Е ГН НРК ОУУ 
3k. 

1. ВЕТО D, И(П)= (0,01, е, v) SAR 
E u <t, 时 , (ov EAD), . 

2. RED ф-- 49 Hamilton 路 也 (县 体 求法 见习 
Ж 10.4.1), HERBIR РЖЕВ. 

10.4.1 借助 习题 10.2,3 描述 一 个 让 性 赛 图 中 求 有 向 
Hamilton 路 的 好 算法 。 

解 ， 下 面 算法 第 0 步 至 第 5 步 是 求 一 条 极 大 有 疝 路 ， 帕 
迁 继 续 利用 习题 10.2.3 可 作 第 6 步 至 第 9 步 , 求 出 一 条 有 
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#gHamilton 路 。 

жож, 任 取 noEV, R О (ш), 0 

# 12, (а ОПС“), Еа, Єв, 
ПСО 0400 а, Y, 8200, ЖШ, 8003ж, 

第 2 步 ， 着 i=? 一 1， 停 : ЕШ, ii +1, ERIP, 

第 3 步 ， j 二 0， 转 第 4 步 ， 

第 4 步 : EN aN (NU) #0, Еа соЄ 
Ny (s- СУХО), U—UD (асу), ERE, F 
则 ， 转 第 6 2. ` 

第 5 步 ， 若 i 二 ;一 ?一 1 停 ， Gjet а. 

第 6 步 , 任 取 vEVNV, W U—U U (6), k=, EET 
步 。 

第 7 步 。 (1-1,0) AD) Ш, Hpk, i, Шав 
~as, 8o, іні, Вор, 否则 ， 转 第 8 步 。 

第 8 步 ， hh 一 1， 转 第 7 步 ， 

Жо, 172—1, В, 90, RROD, 
”这 个 算 决 结果 得 Hamilton 有 向 路 为 


(CT RIT TR te g) 


算法 的 计算 量 主要 在 第 4, 7 APh, Жаа Е 
算 次 数 均 永超 过 vr 一 1); WTD RAT, BERE R 环 
* 次 ， 故 是 好 算法 。 

10.4.2 7 举例 说 明 , ы ГЫ 
远 非 最 优 的 。 

逢 ， 取 本 节 原 书 中 的 例 ， 设 工作 Л, Je, =, Ja FR 
调整 时 间 为 ， 
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a ш жоо о ml 
м А ж о os 
= ° — s ш юз 
Ф = ңә wm- 


| 4 

从 下 述 极 大 有 向 路 已 =(7s ааа Ўв) 开始 ， 得 到 

一 条 有 向 Hamilton (2, Ja, Jas Ја, Tu 4%), RM 

EHA, BR, БЕ H 向 Hamilton 8(7,, Ја, 
ао То), ЖИЕН 5. 


10.5 W ЖЕ ЖАИА ИТ 


ЭЗЛИК, ДОА DD ,使 其 顶点 是 n 一 1 位 二 进 制 数 
Pipa pa- ARAC dr pe-i PaPa Pu) A(D,): 
Э (рүр« з" pa-r, pipe Pa VAV FEIE papa pa. RD, 
的 一 个 有 向 Eu]er 游 历 ， 并 将 此 游历 各 弧 的 第 一 个 数码 排序 
ЖЕТТ ТШТ, 


10.5.1 求 一 个 含有 7 个 0 和 了 个 工 的 循环 序列 ， 使 得 
ЖН 4 ЕНН Оооо рр 111 外 ， 都 作为 这 个 序 A 
芍 一 段 而 出 现 。 I 

8 WAPOA, PERG 5 a, 后 各 级 的 第 一 数码 序 
ЭЖ, BD 14 位 二 元 序列 00011100101101, 就 满足 要 
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R. 

10.5.2 设 S 是 # 个 字母 的 字母 表 , 证 明 ， 有 一 个 包含 
ROFE nt 次 的 循环 序列 ， 使 得 由 3 中 每 4 个 字母 构成 的 
“ 字 ”， 都 出 现在 序列 的 一 段 中 。 

证 ， 分 两 步 : 

1. ЕЖА рО, MARS ЕЖЕТ, 58 
DRA (pipapas, pippi) EAD). 这 祥 ， 每 条 强 都 对 应 S 中 
的 四 个 字母 所 组 成 的 字 、 

2. PADRES, B d*(e) = d (9) = я, уоє 
VD), T D еа и Euler 游 万。 考察 按 Euler 游 万 
依次 取 每 条 弧 的 第 一 个 字母 作成 的 循环 序列 。 由 于 区 (Dj 
=n, 14000 = nt 和 各 字母 地 位 的 对 称 人 性 知 ， 在 所 取 的 循 
环 序 列 中 ， 每 个 字母 均 出 现 了 n? 次 ， 且 每 4 个 字母 构成 的 
ЕШ D 中 的 一 条 统 ， 均 出 现在 循环 序列 的 一 段 中 。 


10.6 单 向 道路 系统 的 构 办 


定理 10.5 《Nash-Williams 定 理 ) 2&- 边 连通 图 人 
均 有 6 级 连通 的 定向 。 


10.6.1 考察 Petersen 图 ， 证明 下 述 命 题 是 错误 的 ， 
"对 得 个 图 都 有 一 个 定向 ， 使 得 对 每 个 SC, (SOME, 
S$) 的 茜 数 差 的 绝对 值 最 多 为 1。 

ЖЕ: # Petersen 图 有 这 样 的 定向 ， 易 知 , 这 种 定向 
下 ， 它 的 每 个 顶点 或 人 度 为 2 或 出 度 为 2 , БН 10.1.2 
匆 , 这 两 种 点 均 各 有 5 个 , 任 取 2 个 人 度 为 2 的 不 相 邻 的 点 组 
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RS, ЖІК, 5) I(8,S)I|=22>1, FE, 故 命题 是 
错误 的 。 

10.6.2 (a) 证 明 Nash-Williams 定理 等 价 于 下 述 命 
E: Ж G 的 每 个 害 集 至 少 有 2h 235, 则 存在 G 的 一 个 定 
向 ， 它 的 每 个 审 集 在 各 自 的 方向 上 至 少 有 卢 条 弧 。 

(Б) 考察 Gratzsch 图 ,证明 类 似 于 Nash-Williams 
定理 的 下 述 命题 是 错误 的 ， 若 G 的 每 个 圈 至 少 有 эВ ДЕШ, 
ЖЛЕ G 的 一 个 定向 ， 它 的 每 个 泗 在 各 自 的 方向 上 至 少 及 
жщ. > 


E, (a) 由 于 G 是 24- 边 连通 的 充 要 条 件 是 的 任 党 
HRADE AAA. БИН В-Ы ОЛО, WENES t 
的 。 

(Б) 用 反 证 法 ， 若 Grtzsch 图 G 存放 满足 所 述 命题 的 
结论 的 定向 ， 则 对 G 中 С,, C, 贺 中 各 方向 都 至 少 有 两 条 
M, ATIN G 的 最 外 刹 的 五 边 形 ， 在 考虑 到 网 形 的 对 称 性 ， 
仅 有 如 图 (1).(2) 两 种 定向 ,而 对 G 中 的 6, 亦 仅 有 如 国 ( 3 )、 
(унли. О 

特别 值得 注意 的 是 C 中 o- 型 点 是 成 对 出 现 ， 且 它们 在 
C4 中 不 相 邻 ,这 一 点 在 下 面 穷 举 过 程 中 不 断 地 用 到 。 

下 而 我 们 对 图 (1)、(2) 的 稿 况 穷 举 ， 玫 (i;1)-(2,2) 中 
弧 边 上 出 现 的 数字 ， 是 依次 由 Cs 的 性 质 确定 G shpa i 
的 顺序 ， 粗 边 狐 是 穷 举 过 程 中 的 假定 定向 , CPA T NA 
是 无 法 定向 之 边 。 从 而 最 后 引出 矛盾 。 所 以 Gr5tzsch 图 不 
存在 在 满足 所 述 命题 的 结论 中 的 定向 ， 故 ( 罗 9) 得 证 。 
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10.6.2 (H) HJ 


10.7 比赛 参加 者 的 名 次 评定 
问题 ， 如 何 决定 循环 赛 中 参加 者 的 名 次 。， 
АЧАА T.H. Wei а М.С. Кезбен аже 
各 次 的 方法 : 
1. 构造 有 向 图 D, ИФФ D KKA, (00,05) Є 
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A(DD) 的 充 要 条 件 是 v, Њо. 

2. 在 四 个 以 上 顶点 的 每 个 有 向 连通 分 支 上 ， 依 邻接 短 
穆 求 出 绝对 值 最 大 的 特征 值 所 对 应 的 特征 矢量 。 按 特征 矢量 
分 量 的 大 小 ， 依 次 定 出 该 分 支 的 参加 者 的 名 次 ， 

对 三 个 顶点 的 有 向 连通 分 支 的 参加 者 名 次 并 列 。 

3. 将 所 有 有 向 连通 分 支 排 定 次 序 ` 

D,,D,,--, D, 

ER <j 当 且 仅 当 一 ж D, 另 一 RED, 的 所 有 SL, Җ 
KBE Dip. 

这 样 即 得 一 种 比赛 参加 者 的 名 次 排 定 。 


10.7.1 和 将 10.7 节 所 述 排名 次 方法 用 于 
Са) 如 图 所 示 的 4 个 竞赛 图 ; 
(b) 如 下 邻接 矩阵 的 竞赛 图 ; 


АВС DE FG НІ 


了 
n 
° 
° 
° 
° 
° 
° 
1 
° 


< = m Q m tu wa 


т. Саза А. т.1(ау@. 
. EOI D =D], В,=[{1,2,3}1]; 故 名 次 为 “4 
ЭБ, 7, "2", “3" 并 列 第 二 ， 
ва(2)й D. = D[(1,2,3)3, 也: 一 [4)]， 故 名 次 为 " Из 
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í1 ` 1 1 | a 
' РА 
2, ` š 2 3 2 3 2 3 ， 
a) (2) 《3) W 
10.7 1 (a) 图 
2”"，“3” 并 列 第 一 ,，“4" 第 二 。 
图 (3) 是 有 疝 连 通 的 ， 其 邻接 矩阵 为 
го 0 
1 


| 
| 
| 
J 


о ee = 


1 
со 
1 0 
1 1 


特征 方程 是 和 4 一 2% 一 1 二 从 Resimli ta ле 
1.4, w 应 的 特征 矢量 为 《1,0 714, 0,51, 0. 143, W 名 次 
жа 7.24. 27 3", 

HOREN EMAR, ешт, D,=B(11)), 
Р,=0[44)1, D,= D[(3)1, D= DUH] жениз 
*1”7,°4”,537,°2" 

(b) mapan paara, DENTINE Ей DET 
ЭС], DHEYLDIB, E, F, D1, DLD], DlA, 
аа CF З: - 

=D[{H})], Ds=D[{4,G,7)], Di =DD}, 
De DBE FL, 思 s 二 DL{C}]。 其 中 4 观点 以 上 的 
ARDA. ERA De 中 顶点 {五 ,B,E;, 了 纺 次 与 (a》 
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中 (3) 国 万 的 顶点 {1,2,3,4} 柱 对 应 时 ， 刀 天门 . жр, A 
顶点 名 次 应 为 ，“"F",“1”,"B",“E”。 于 是 了 中 各 人 参加 者 名 
次 如 下 : 

-H'g—, “A”, “GU TRAR, "D'RE, FR 
ш, “н, “Вв, ЕВЫ, "СЛ. 

10.1.2 排名 次 的 另外 一 个 方法 是 考虑 * 失 分 矢量 "来 代 - 
елка, 

(a) Ш. ХН КЛИ НЕА, REWIR 
得 的 名 次 倒 过 来 。 

(b) ЭЕ 4 АЛИ ДЫ ЕЙГЕ ЖЕШ, 证 内 排名 次 
的 两 种 方法 ， 未 必得 到 相同 结果 。 ü 

WE; (a) 因 D 的 得 分 矢量 5S 是 E MARHE, # Л 
RARES 是 各 顶点 的 入 度 ， 从 而 它 是 也 的 六 万 的 得 分 儿 
Е. 故 技 8S* 宪 疙 上 求 出 的 名 次 是 其 得 分 大 小 其 序 ， њар 
БЮ®Я ХМ. Аа, АА ERDE 
得 分 失重 求 出 的 名 次 倒 过 来 耶 为 万 上 的 名 次 排序 。 

(b) 比如 练习 10.7,1(a) 中 的 (3) 图 ， BAD. ú D h 
顶点 {1,2,3, 引 依次 与 了 中 顶点 {2,1,4,3} 对 应 时 ， 易 验 证 ;、 
рер FED 上 按 得 分 矢量 排 的 名 次 为 "2* ЛЗ” з" А”, 

把 它 例 过 来 是 "4”,"1",“3”,"2"， 便 是 号 上 类 分 矢量 排 的 名 
Ж. BR, 这 与 练习 10.7.1(a) 中 的 结果 ， "1”,"4”,"2”,"3 
FA. 


第 十 一 章 网 络 


11.1 Ж 


жх, MEN 是 指 下 述 的 有 向 图 也， 它 具 有 两 个 非 空 
ЧОЛА ИЖТ Хх. Y, UREXLE ADE 的 一 个 到 
- 非 负 整 数值 的 函数 。， 称 X 中 的 顶点 为 УЖАС). 
了 了 中 的 顶点 为 玉 HRAC), KACHIA D RAWA, 
WA I=V(DYNIXUY). ожо. CEA a 
上 的 值 e(o) 称 为 6 的 容量 . 

定义 FI N h, Ж 4 上 定义 一 个 整 实 值 范 # f. E 
WR, O) ARA RA fki 0<f(a)<c(a), 对 YoE A 
(2) АНА, 7700) 7700), Я voel: MR f Z N h 
的 一 个 流 。 若 f.=0, H vacd, MI fo WPA. 

Жи. # f £ N Б, RFO- A S 
值 ， 记 为 valf. 车床 中 不 存在 流下， 满足 Yalf'>>valf， 
йй f 为 N 中 的 重大 流 。 

《网 络 流 理 论 是 图 论 中 极 重要 的 一 个 分 支 , 它 提供 了 图 论 
中 十 多 个 著名 结果 的 新 证 明 。 同 时 它 还 有 极为 广泛 的 应 用 。 
读者 可 参阅 L.R.Ford, Jr., and D.R. Fulkerson Ж 
的 《Flows in Networks》(1962) 存 陈 树 柏 主 篇 的 《网 络 图 
论 及 其 应 用 》。) 
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11.1.1 对 下 列 的 网 络 确定 所 有 可 能 的 流 和 最 大 流 。 


плав 


Ж. 对 网 络 (1), 《2) 分 别 列 类 表示 其 所 有 可 能 的 流 ， 公 
-最 大 者 即 为 读 网 络 的 最 入流， 不 再 另外 标明 。 


网 络 (1) 的 流 如 下 ， 

заг 

K> | бао es s s og or esos |ШЮШ 
ИЛ H оо об б о 0 о ор ° 
fos o o 1 0 L 1 о о 0 о 
Ља 1 0 1 0 о i 1 1 i 
fin 1 9 1 o 0 10 O £ 1 
f 10 1 i 1 4 о 1 O | 
fin 1 0 o 10 б о to 上 
fis 0 1 9 1110 L O 1 
fue ° t 0 0011 1 0 1 
f °9 3 ооо оо 10 0 1 1 
fa 20 1 i 0 1 20 2 
20 1 10 1 0 1 1 2 
Ўз її ооо 1 1 2 O 2 
Би 1 1 o 1 0 10 1 1 z 


AMARA 13 个 可 能 的 流 ， 有 4 个 最 大 流 ， 其 值 六 
2. 
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网 络 (2) 的 流 如 下 : 


ж 一 ы | вр ер ёз 2, £5 ер ер eg су | W TW 
f | oa 0 о оо о оо | ° 
fa 1 0 i оз о 0 1 0 | 1 
Рз 10 0 1 о о Q то | 1 
Да i 01 0 оо боо 10 | 1 
һа | о 2 бото о ?г о | 2 
fa | 2 о 1 1 U б о 2 о а 
fj | 2 
Ра 1 ít 0 1 i 00 2 о | 2 
1 2 
fa | 30 второ а з о | з 
а Í 2 1 2 оз о ооз о Í 3 
fos 2i 1 120030 | оз. 
Ља 1 2 1 вз о ооз о} 3 
PESI `i 2 è 1 200 3 о | 3 _ 
fas | оз o o 3 o 0 зо | 3 


故 网 络 (2) 共 有 15 个 可 能 的 流 ， 有 6 个 最 大 流 ， 其 值 为 
з. 
11.1.2 证 明 对 N hiii f RE SVAR, 


C0) fo) S-S) 
(иж, Вая САР СБ) EP OAS). ) 


WE, #01, 0.65, Wi, m)€ A(D), M # ft(m) 
та Со, оа), TOR Сбор, 504)), 故地 对 
Сп, оз) Њама Z СРС) 一 了 Cv)) 中 不 产生 影响 ， 故 


Ж (О бо)—/-())= К5,8)—1(8,5у=]*(5)—/(5). 
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11.1.3 ERR N 中 的 任 一 流 拓 .从 环流 出 的 合成 流 
等 于 进入 工 的 合成 流 。 
Ш. POK 10.2, 8 RS= V, M 8 =@, Ж 


EO- 0) 0, Язев 了 中 的 项 上 
БАО) Г) РСР) О) (Р 09) 
тоу TE = СРОК) РОК) + G'E) 
0Р0, PRL УО) О) OO REX 
Су ОКУВ X 流出 的 合成 流 ， 而 六 (7)-f*(Y) 是 进 
入 了 的 合成 流 。 故 命 大 成 立 。 
11.1.4 设 困 是 一 个 给 定 的 网 络 ， 构 华新 闻 N H 
Ж. # N 中 添 训 两 个 新 项 点 x，y; B ië JU Dx SE, X 
申 每 一 顶点 为 头 的 新 强 ， 以 及 了 了 由 经 一 硕 点 为 尾 ，y 为 头 的 
新 弧 ， 这 些 新 弧 容 量 均 为 ep， 这 样 的 网 络 N RAA 一 发 点 
x 和 单一 收 点 y. 
FIRN 中 的 流 ， 定 义 NORIAKI MTF, 
еба) жа Мад 
ра) о) о) зїа=(х, v) 
Fo- a a=, у) 
EB, (a) B FE Аа, Bvalfr=valf; 
(6) Л w ИЕ N ДЕ LR 4 N h RS iB 
кий. | 
Ж. (a) 由 了 定义 知 ， 对 于 NNW! 的 申 间 顶 点 满足 守信 条 
#, ела, HF о (а) Ра) еба), М” 
ii z, YARI, НА оо, ШИНЕ 
立 ， 故 接 流 的 定义 гелен, 
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X valf=f*(X)-f-(X), 由 练习 11.1.2 知 ，val fæ 
ZOOS BEF (зу) С) Eval 

(b) 显然 由 定义 知 ，N' 中 的 流 天 限制 在 入 的 张 集 上 上 
时 ， 对 N 讲 守 便条 件 及 容量 约 来 条件 均 满足 ， 它 是 久 上 的 
W, BECA, valf 一 valf， 故 命题 成 立 。 


11.2 È ` 


定义 : 设 N 是 一 个 具有 一 个 发 点 x， 一 个 收 点 ?的 网 
#, X <€S .уЄБ, ШС, DAN PHR. 截 天 的 客 
E capK = Fela), 车 N 中 不 存在 截 乓 ， 满 足 cap K'< 


capK, ПЕВ K У N 中 的 最 小 被。 

EN, f 是 网 络 的 一 个 流 。 车 f(0) 一 clo)， 称 6 Tf- 
和 的 ， 否 则 称 f- 未 饱和 的 , 若 (0) =0, о 是 全 零 的 , 否 
І 广 正 的 。 

引 理 11.1 HN pR f mE R (S, B), S 有 
valf=f*(S)-f (S). 

定理 11.1 МЕ W f m £ — & K = (5, B) 有 
valf<capK, ВВМ 
AES, Буруп, 
(8, S)yh3 35 Ef, 

ЖИЛ BÆN hi W, 
KEN, E valf=capK, 
mf E N 的 最 大 流 , KEN ER 
JR. 

11.2.1 ЯТКАН, 


(в) Вай, 

(b) вла, 

(с) WAC ) 中 所 给 出 的 流 是 最 大 流 。 
M. (a) 列表 表示 所 示 网 络 的 所 有 截 : 


5 ж к=(5,5) | сата 
* pl ату | ë 
x." 292, 91У А 
=" зато заето чаз |+ 
x. vs : жор, 223, vaty, YSP | 12 
x, 01, 02 Viy, 7203 | 6 
x, vi, Vg : 222, зуу, 037 12 
ж, Var Va i AYL, 92915 0871, 087 п 
X, 01,72, Ug 1 тту. Vay 8 


(b) 由 (a) 中 之 表 所 了 示 ， 网 络 的 最 小 截 为 (ey, Vw), 
其 容量 为 5 。 

(с) 936, ( ) 中 给 出 的 数字 ， 易 验证 是 一 个 流 。 它 的 
入 为 5， 等 于 (6) 中 算出 的 最 小 截 容量 ， 于 是 由 系 11.1 知 ， 
人 它 是 最 大 流 。 

11.2.2 ERBE N 中 不 存在 有 向 (x,，y)- 路 , MUJ 最 大 
篇 之 值 和 最 小 截 的 容量 均等 于 0 。 

ЖЕ, $ S=(& N 中 存在 (x，5)- 有 向 路 } B 然 x€ 
S， 又 由 条 件 知 在 N 中 不 存在 (x，2)- 有 疝 路 ， 故 yEB; 
(5, 8)=@, # 玉 一 (S， 有 3) 的 容量 为 0， 又 显然 等 流 f Bg 
值 Yolfo=0, FÆ чо1/ = capK， 由 系 11.1 知 结论 成 . 
立 。 
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11.2.3 #05, 5) 和 (T,T 了 ) 都 是 NW 的 最 小 截 , 证 明 ， 
(SUT, SUT упт. $ПТ) N WR i, 

证 ， 由 集合 的 运算 和 容量 的 定义 ， 可 直接 验证 下 式 成 
й, 

cap(SUT, SUT )<cap (S; 8) + сар (Т, Т) 
-cap( SNT, SNT). 
另 一 方面 ， 由 于 (S$，)，( ,多 ) 均 是 最 小 截 ， 故 有 : 

сар(5, 8) < cap(SUT, SUT ) 和 cap (T, T) < 
cap (SNT, SAT ). 
АЛ Ж, cap(SUT, SUT)=cap(S, B) 和 cap(SNT, 
SNT)=cap(S, 8). 
Ж. (SUT, SUT), (SAT, ЗТ) N WS MR. 


11.3 最 大 流 最 小 截 定理 


ЖХ. 设 了 是 网 络 中 的 流 ， 对 于 中 的 每 一 条 路 РУ 
EXC F Ff Sk I(P)= min Ia), 其 中 


[efa а Ра 
О) a 5 Рўза. 
10Р) = 081, 称 呈 是 仁 饱 和 的 . СР) > 0, ЖР É f— 
ЖЫ, ЖОР EIB 2 ЗА y 的 一 条 f- 未 饱和 路 ， 
则 称 РУХИ. | 
定理 11.2 И f EBRD N WJ KUL 232 АЕ N rh. 
不 含 /- 增 大 路 ， ` 
定理 11.5 (Ford-Fulkerson 定理 ) 和 任 一 网 络 中 ,最 大 - 


224. 


Ka) 


注 的 值 等 于 最 小 哉 的 容量。 
… 束 单 一 发 点 单一 收 点 网 络 最 大 流 的 标号 法 录 下 ， 
HERRI, WAAL RIH xja, т 
1. 荐 a 是 下 未 饱和 弧 ， 其 忆 # 书 标号 ,其 头 9 未 标 
*, Шо 899 100) етіп (1а), с(а)-/(0)). 
2. 若是 f- 正 的 ， 其 头 & 已 标号 ， ео жй, и 
vRS A 1(6)=emin(1(8), /(а)у. ` 
经 上 述 标号 ，" 称 为 基本 s 被 标号 、 所 有 基 于 „зин 
ЖИД» ежел, RABEMA, RI 标号 过 程 一 
кж А y 被 标号 ( 称 为 突破 )， 则 得 Р-Н, Г 
疏 进 流 ， 对 新 的 流 重 新 标号 ， 或 者 收 点 y 未 被 标号 前 ， 所 有 
标号 沾 都 成 已 坦 点 了 ， FERETE KARM), Жїк 
站- 增 大 路 ， 已 得 最 大 流 。 


1.27 设 下 是 网 络 中 的 流 ， р јх; F 


[f(ay Р) FRP пай. 
£ (ау={ /(а)-(Р) Жа РИ 
Қа) к= 


зл EE val fevd PSR. 
证 , 由 于 KBP) 一 mint(o)。 д 1(a)= (а)-/(а) {э 


< 33 P ДЫЙ) a=, Ga 5 P hiq ай) aE 
由 了 的 定义 知 ， 当 a 为 РОЛ, КРу<Ка)=с(о)-. 
Жа), Bi pte(a)>f(a)-+1(P)=Í (ауру, T 5 a ЖР 
的 迟 向 级 时 ，KP)<1(o) 一 f(a)， 所 以 0<j (a)-1(P) = 

HORORON ЖЖ ХЖА 上 的 六 满足 流 的 容量 约束 条 
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+. 958 ver, HEP, WIA F=f 60). Же 
ЄР, E.P hu ЮРИЙ, 6 同 向 , fo) f (6)= 
fGa)-fG), ЖН, a, bx э ЖР 一 条 АИ. —# 
ШЖ, ЯЛАН Р) F). ЖоєРНРфо 
Зе да, E 7(а)+ 了 (的 一 /Ca) 二 7Cb) ,而 此 
ва, Б] 来 讲 或 均 是 入 强 或 均 是 出 弧 ， 所 以 了 *(0) 一 了 
Со) анална, Ж] ÆN 上 的 一 个 新 
ВЖ. РИУ, # P fü x 相关 联 之 边 记 为 e， e 是 艺 的 出 
M, Де P ЕШ, Рве X vali = F(a) “(лу 
0а) Р) fC) Ра) Рута 
КР), Же йр дй, еври, FARE 
Xvalf = f Ha) a) = f*(a) — 00) — ҚР) = 
Р) f GD+1(P)=va1f+1(P), ВАННАЯ 
Ж, val] =valf+1(P). 
11.3.2 产品 由 工厂 xi 和 x, 生产 ,经 下- 述 网 络 运 至 
市场 9 уа 和 ya， 用 标号 法 确定 可 以 从 工厂 ë Ярар 


11,3.2 题 图 
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最 大 总 量 。 
解 ， 我 们 由 了 网络 的 堆 流 开始 进行 标号 ， 极 易 得 到 图 ( 1) 
斯 示 的 流 ， 它 们 经 过 中 尊 点 到 达 市 场 。 


44) ‚ 
Š UD 
0 “а 
10019007 10) 
220%“ 
图 


u) 


图 (1) 中 弧 旁 (”) 中 的 数字 表示 流 在 读 О 值 。 我 们 在 
图 (1) 上 用 标号 法 ， 粗 弧 旁 O 〇 中 的 数字 表示 标号 的 次 序 ， 得 
祷 (2) 中 的 修改 流 ， 并 在 这 基础 上 进一步 用 标号 法 . 
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图 (2) 中 为 了 方便 将 3 条 大 增 大 路 合 在 一 起 ,， FERN 
得 图 (3) 的 修改 流 ， 并 在 图 (3) 上 甲 标号 法 。 


(з) 中 有 一 条 


在 河 (4) 中 表示 它 的 修改 


O 


11.3.2195 
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三 立 ( 鸡 中 易 验 证 巴 无 半 增 大 路 ， 于 是 由 定理 1.23, ` 
Ср КЁ 流 是 网 络 的 最 大 流 ， 其 值 为 39， 即 从 工厂 运 
到 市 场 的 最 大 总 量 为 39。 

1.3.3 证 明 在 任 一 容量 均 为 整数 的 网 络 N 中 ， 恒 存 
在 最 大 流 了 ， 它 对 任意 aC .4 的 Ка). 、 

证 : 注意 到 在 用 标号 法 时 ， 由 练习 11.3.1 中 了 的 定义 及 
1 也) 是 整数 知 ， 从 NN 的 零 流 开始 逐次 所 得 的 修正 流 在 任意 
强 上 的 值 均 为 整数 。 这 过 程 一 直到 林 中 的 流 不 再 存 £f- 
大 路 为 止 ， 这 时 这 流 记 为 Jy。 由 定理 11.2，fw R N H Ж 
大 流 ， 故 fu MIRR. 

11.3.4 FERAN, CHERI a ЖАР 一 个 整 
60) <о(а), 修改 标号 法 , RN ру] vacd, 满足 约 
REH f(g) 之 5b(o) 的 最 大 流 A( 假 定 有 一 个 初始 流 满足 这 条 
御 ).- ` 

R: 2 7， 是 满足 题 中 条 件 的 初始 流 ， 即 对 vacd, 成 
ў 06а) S fola) <c (a), 又 对 рє Y fio) = 
fil). ‚ 

对 085438 P ЕЙ ВЕ СР) 一 min{1(a)}， 


(a)— f (a) а Prh ш. 
Ка)= Í ° . 

其 中 G= Ra оета 
当 10Р) =0 М РЖ fo- 饱和 路 。 当 P> P afe 
未 饱和 路 、 当 已 为 一 条 由 发 点 zx IKA y 97-а, 
则 称 已 为 了 ~ 增 大 路 ， 这 时 我 们 可 以 定 X P EB BRAT 
如 下 : 


a yo(e)+TICP)， Sa KP ИША 
了 (a) 二 4 folo) 一 1(P) Жа Р. 
ш 其 它 
于 是 类 似 于 练习 11.3.1 得 valf =valf +1(P), BB 
f 满足 题 中 的 约束 条 件 ， 此 外 ， 类 似 地 定义 N EAS RE 
和 材 了， 只 不 过 未 饱和 的 会 意 是 本 题 所 定义 的 。 开 始 了 仅 . 
由 发 点 x 组 成 ， 每 一 步 均 可 接 下 述 两 种 方法 来 增长 树 。 
G) ЯМЕ (S, 8) 中 存在 fo- 未 饱和 级 o， 其 中 3 一 : 
ИСТ), Ша Е АТ. 
Gi) 若 在 (3，S) 中 存在 一 条 fo(a)—b(a)>0 HM a, 
出 将 a 和 它 的 必 一 起 加 入 了 。 
ET 最 后 增长 到 ?， 则 得 N 中 的 一 条 fo- 增 大 路 ， 可 
得 到 一 个 修改 流 f W f 者 作 初 始 流 f。， 继 续 这 过 程 , 直到 
N 中 不 存在 fo- 增 大 路 为 止 。 此 时 N 中 的 流 记 为 了 ， 显 然 广 
满足 是 中 条 件 。 下 面 我 们 证 明 / 是 满足 题 中 条 件 的 最 大 流 。 
首先 考虑 满足 题 中 条 件 的 任 一 流 f*， EROON 
BRESSA f *(S)<cap(S, Б), X ATASE Ca), 
я Р OS)>Ebla)., ш 5] E., val f'= р SY 


EE 
= f (S) < еар (5. B) За), BAARH (8, Sy 
HERH а, 7а) золу 6а), (5, BWI 每 条 31 RE 
时 ， 上 述 等 号 成 立 。 显 然 对 了 ， 由 于 在 ЛЭ f- 大 路 ， 
考取 8=V (T). 则 有 valf=cap (8, 8) — Eb (a), 所 以 
° .8; e 

f 是 满足 题 中 条 件 的 最 大 流 。 

根据 以 上 分 析 ， 为 求 本 题 约 束 的 最 大 流 ， 可 如 下 修改 标 - 
号 法 ， 
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车 任 给 满足 本 题 约 束 的 流 fo， 将 发 上 形 世 标号 为 Kx 》 


©о 


1. аж Г-и, RR з BRS, RA o 未 标 : 
B, Про 标号 为 1(v)=min{i(#), е(а)-/а(а)). 

2, 车 a 是 fo(a) 一 b(a)>0 的 弧 ， 其 头 # 已 标号， 其 
& 未 标号 ， 则 ”标号 为 1(o)=emint1(u),f (a)—b(a)5.. 

这 标号 过 程 一 直 进 行 到 或 者 收 点 被 标号 ， 则 得 fo。 -A 
大 路 与 改进 流 f ， 对 新 流 重 新 标号 ， 或 者 出 现 稚 断 ， 即 得 最 - 
大 流 。 . 

11.3.5 FERMAN, Арлу rh BS papt Р: 
一 个 非 负 整数 т(о), RAT а НЕ НАШИ 号 法 来 
求 出 对 YoE М{х, у} ЕЦ А Со) ио) ЖЖ W: 
f. 


šE, 用 定理 11.6 ШЕЙШ D 构造 ое, А N 
ЖИИ NPT. оЄа, УНЕ N PARATA, 
FEUM, о”), О m(v) 的 容量 ; a, ЄЙ \ (x, 
IY, HN HM, о), (x, о), (u, у), ENRAMA 
Wla”, э”), (z, v), (а”, у) Е, НЕ 原 弧 的 Д 
R. EN HEUG, у), WEN ОНЕ С, уут: 
ЮЛЕ. SHRBN ЛОКА Р, ЮМ. 
<s, оту p в, MN ERN, }' БМ 中 
的 最 大 Й, 记 为 f, ТО) = f" (а' у= р *(u') = 
Fo, 0") ти), 8.7 ШИЖ N ЕКЙ. 

11.5.6 对 2~ 部 图 (全, Y, E), Ей АҢ X 
到 了 的 级 ， 并 赋 凡 其 容量 ， 再 增加 新 的 顶点 %、y; 分 BJ fE 
为 收 、 发 点 ， 并 对 (x，, X), Œ. RLAR 如 
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三 所 示 ， 称 为 过 办 网 结 N.. 


11.3.6 BE 


试 证 , # N, 中 存在 饱和 所 有 收 弧 (Y，y) 流 的 充 要 条 
件 是 : 


Е(Ву>а(В) (vBSY) (*) 
其 中 下 (B) 是 六: 可 能 送 到 8B 的 最 大 流量 ，d(B) 是 B 到 收 
点 y 的 总 容量 。 (D.Gale}-: 
ж. 设 f* 是 Nr 中 的 最 大 流 ， 由 定理 11.3 知 ， 有 val 
f°=min сар(8,5), RHES, YEB), ЯНЕ ВС 


了 了 , 令 B8 二 4UBUt{y}， 其 中 ACX, MUB( E Z. + E` 
mia cap(8, 8)=min[e(x, A)+e(XNA,B)+(YNB, 


y)]= шід {їп {clx, 4) +e(X NA, B) +Y N B, 


.3)1. 
由 定型 11.3， 对 图 (2) 中 5 暂时 取 定 后 ， 所 得 的 特殊 部 
分 网 络 的 最 大 流量 已 (有 B)， 应 等 于 中 in[e(x， 4)+e(X\A， 


Ву], 于 是 有 valf" 一 min[F(B) +e \В, уу1= 

<(F,y)+min[F(B)—c(B, у)]. EFO, ууж N. 中 

OR, WC ruan ЕЖЕ E чаї е вої, y). 
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Emina (В)-0(В, у))=0, 8 Е(В)2е(В,у),(В EF 


1.3.6 EI 


11.5.7 用 练习 五 .3.6 证 明 练 习 10.2.8 。 

ж. ЖИЕ М 如 图 。 ` 

Жин Y=(G, j) |i<i, i, j=1, =, 0). Nr 是 运输 
Ый. ВЫХ N, 来 说 ， 练 习 11.3.6 中 的 式 (+) 等 价 于 
练习 10.2.8 中 的 条 件 (a)。 另 一 方面 收 统一 共 ( > ) 条 ， B 


PAESE 玖 饱和 所 有 收 绝 的 流 ， 也 一 定 怨 和 发 强 。 


жй Ж 六 收缴 和 发 级 的 流 等 价 于 在 互 上 有 一 个 Ж ЖҮР 
六 更 ， 它 的 出 度 序列 为 Cr ，ra，…，r，) ,综合 上 述 ， 故 由 
ЗК] 11.3.6], RY 10.2.8 R. 


11.4 Menger 定 理 


Menger 定理 是 关于 图 的 连通 性 和 它 的 路 之 间 的 元 系 的 
一 簇 定理 。 这 里 仅 列举 定 垩 11.7 为 例 。 

定理 11.7 х, у G 中 两 个 不 相 邻 的 顶点 。 
G 中 无 公共 内 点 的 (x，y)- 路 的 最 大 瞧 数 等 于 删 去 
后 就 使 G 中 所 有 (x，y)- 都 遵 破 坏 的 最 少 的 顶点 

RIT (>k ATANA G A k- E O AER 
人 香 是 G 中 任意 两 个 预 点 至 少 有 皮条 无 公共 内 页 点 的 路 所 连 
ж. 


. 1144.1 证明 在 定理 11.6 вва едер И. D rh: 
.2®4- 


放 去 一 些 弧 后 ， 就 使 所 有 (%*，y)- 有 浊 路 都 中 破坏 的 最 多 弧 
激 ， 等 于 吕 中 删 去 一 些 顶 点 后 就 使 所 有 (x，y)- 有 向 路 都 
: 遭 破 坏 的 最 少 顶 点 数 。 

E, 设 8 是 也 中 破坏 一 切 (x，y)- 有 向 路 的 最 小 顶点 
Ж, 二 =h,， 攻 是 号 ' 中 破坏 一 切 (x*，y)- 有 光路 的 最 小 弧 
: 集 , ||=h'， 我 们 要 证 =k’。 

由 DD! 的 定义 知 ,也 中 的 点 v 对 应 D PRA o"), 
sk D ih 8 sS D hi — К. шр D-8 Ж 28 38, 
k D'-K, BAER, АПШ, K, AERD PAR, y)= 
-有 向 路 的 一 个 弧 集 ， 于 是 ,k=|Sj=|K KEk 。 

另 一 方面 , 3 K 中 有 一 个 《地 ， 鸣 ?形式 的 疆 ， 可 知 ， 
:经 过 此 弧 的 一 切 (x，y)- 有 向 路 ， 必 经 过 骤 (v1，)， ОНЕ 
-K от, 03) 601, ORRE, bÆ D he gn 
Ся, У) АВН. и, еН Ki Д(о', 
э") д. АР D йж, Бер R w Кру рф 
-个 破坏 一 切 (x，y)- 有 疝 路 的 顶点 集 8,, FE, k ЈА 
(Sa >Sj=k, RHE. 

11.4:2 利用 定理 11.7 推导 König M (5.3), 

Ш. 不妨 设 G HEENA, V(X, Y), BAG 
ЛЕМИ My, ху ХЛ Е, у 
БҮ эн ВРТНЕ НИН G' MJ G 中 最 大 匹配 数 就 
Ж G' 中 的 无 公共 内 点 的 (*，y)- 路 的 最 大 条 数 k&， 根据 定理 
1.7， 角 等 于 破坏 所 有 (x，y)- 路 的 最 小 顶 点 集 六 ' 的 基数 。 
ЕРО СИЛЕ, 否则 ， 有 一 条 G 的 边 e 的 两 
PRADE H, H G1! 的 定义 知 ,G'- 六 中 还 有 一 条 (*， 
у), RIV HETA! 从 而 定理 得 三 。 
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NAS ЖОВТЕ, БТЖ Р 
$. 证 明 ， 一 个 端点 在 8， 另 一 端点 在 下 的 点 不 相交 的 路 
的 最 大 数目 ， 等 于 删 去 后 就 会 把 如 和 了 分 离 ( 即 凡 去 它们 
之 后 ， 没 有 分 支 同时 包含 仿生 的 项 点 ) 的 那些 项 点 的 最 小 
RE. 

证 : ZG NDD х, у, B38 < Уб 
点 相连 ，y 与 了 中 的 所 有 点 相连 。 得 一 新 图 Gi. pm, б 
HAES BAET 的 点 不 相交 的 路 ， 与 G' 中 无 公共 内 
点 的 (x，y 站 路 一 一 对 应 。 由 定理 11.7 知 ， 这 种 C(x， )- 路 
的 最 大 条 数 ， 等 于 G! 中 删 去 一 些 顶 点 就 破坏 一切 (x，y)~ 
路 的 那些 顶点 的 最 小 数目 。 设 这 些 顶 点 组 成 集合 为 F'， 在 
如 中 删 去 六 ， 必 使 S,T 分 离 ， 因 为 否则 9 一 洲 ! 中 有 个 分 支 
同时 包含 如 和 了 的 项 点， 从 而 G1 一! 中 包含 (*,. y-a 
FTR: 反之 , 车 G~yV' 使 8S， 了 分离， 必然 G' 一 六 中 不 仿 
《x，?)- 路 。 综 合 上 述 ， 故 命题 成 立 。 

11.4.4 Æ GEk 的 有 连通 图 , ШО Е ЖАЛ 
顶点 都 必然 在 某 个 关中 。 

证 , 由 定理 3.2 知 ，h=2 时 ， 命 是 成 立 。 假设 各 1 之 2 
册 命 题 成 立 。 下 面 假定 如是 连通。 在 中 任 取 名 个 顶点 
{Vas ©, те, 02-1}, Ж G. =G— 是 和 1- 连通 。 由 假设 
(m, "o, ту. }Е G, 中 的 茶 个 图 O, 中 。 当 然 Ci 中 可 能 
还 有 不 辐 于 mi G 一 1，…， 和 1) 的 其 它 七 个 项 点。 不 芒 设 9 
在 C, 中 位 置 的 排列 顺序 与 它 的 下 标 相同 ， 于 是 图 С, Жо, 
ARID, оо), e, 6-1, 6 =m), 8 
由 G 是 久 -连通 ， 故 we 在 如 中 至 少 有 忆 个 邻 点 , 其 全 体 记 
为 Wo, Уо) ПИС, = p. Ф, 8 = NGON 
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WONK), T= (С) (ог) Пи (С,)). 虽然 
S, TRAX, BiS>k—p, Tk- ttp. # G hi 
ЗВУ", S ,7 分离 (分 离 的 定义 见 练习 11.4.3)。 
着 它 不 包含 езт, швов ьа, MEA 
车 六 包含 5 或 7， 则 六 :还 可 能 是 3 或 了 , KES, TA 
KIRDI, RAV, Ж. О 

k= s= 6 当 本 0 


Рура, рр) (ВРУ бшу 


由 练习 11.4.3 知 ，3 与 了 间 点 不 相交 的 路 有 此 虽 条 。 
这 些 路 从 S 延长 一 条 边 到 v6， 即 成 为 从 voël TOSI Ca E 
REAN ve 外 其 它 顶 点 均 不 相交 的 路 。 和 分 Bi 种 情况 证 
论 ， 


(1) X t=0 nf, Ао, Я] C, # p+(à—p—1)=k — 
ЗУ (C RR vo 外 其 它 顶 点 均 不 交 的 路 。 任 取 两 条 (20， 
vi-l, aa) Ë, И С=С, оон: (оо, ос) Е 
十 (v0，9441)- 路 ， 是 G 中 包含 (vo, юу, се, 73-1) 的 一 个 
m. f . 

(2) з t21 В}, Ао, B| C, ЕЖ p+(8—p)= В| 
о 外 其 它 顶 虚 均 不 交 的 路 。 因 C, RE Dio, vinl 
HR. ТАШТА ОЙН АЕ Гос оз ne. l-i ВЕ 
上 ， 设 这 两 端点 Арна, ва, Ш. C=C,- С, риби, 
sa)-B tles, m)l, s) Rha, v, 
— oA DA, mimik, RERE 
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11.5 可 行 流 

ЖИ. W N 为 网 络 ， 假 定 对 N 的 每 一 个 发 点 x4 RM 
定 一 个 非 负 整数 о(х,), KA х, ЖИНА, У 的 每 个 收 
点 у, 都 指定 一 个 非 负 整数 3(y,)， 称 为 ys 处 的 需求 。 М 
# Ж / 如果 满足 ， 

PDAF) s €x 
Fiy- lya)  у,ЄҮ 
эїҗ / 是 可 行 流 . , 

定理 11.8(D.Gale，1957) 网 络 N 中 存在 可 行 流 的 充 
要 条 件 是 对 任意 ЕСУ, m оС 

` e(8, Ву;>>9(ҮПВ)—о(Х ГВ) 

ЖЖ. E p=(pi ра, s ра) q=(q,, 4, +, 
4) 是 两 个 非 负 整数 序列 。 如 果 存 在 一 个 顶点 划分 为 《fxiv 
Жа, сб, хы}, (У Уз, се, У»})02-БН G， 使 得 

4(х,)у= р, 1<i<m 和 
d(y )=4; іа 
则 称 偶 (p,q) 可 用 2- 部 单 图 来 实现 ， 
Ж 11.9 设 p= (pp pn) 和 9 一 (@ ,9;,… 94) 是 


两 个 非 负 整数 序列 ， 且 Y p= Yonne, N 


t=1 £= 


#Кр чут 2-3 ЕЕ jem Em ` 


Yala. ўл 1<k<n 


t= 3=1 
11.5.1 证 明 : 在 定理 11.8 的 证 归 中 ， 网 络 NW 具有 本 
-J 


行 流 的 充 要 条 件 是 MY ЯА (У,у) ) 的 每 23118 4308 
ж. 
E: <, FEN PERO, ODBERE HR 
38. 则 ME: 
о/'((х,х,))у<о(жҗ) yx € X 
Г'(Оу,.у))=д\э) Yy EY 
o<f' (а)<е(а) YN Жа 
F= f'o) YeEF(N)。 
我 们 将 f' 限制 在 N 上 ， 记 为 了 ， 则 易 知 了 满足 容量 约 
案 条 件 与 守 便 条 件 ， 且 对 任意 的 sxeE 和，yyEY， 有 : 
0=f'*(x,)—f' (з) О) f (zi) — f' с, 
х‹)у>/*(х,)—/7(х%,)—©(ж,) 
Жо Р(х) Ск уеб) 
X osf (у) *(у,)у= F On Fy) Р (бу. 
IDSF (y )—f'(y )—9(y p) 
ж Flynt n=l), ИРАМ Ет 
D: 9 МЕЧИТ, SE valf 最 小 的 可 行 流 f。 
ВЖ, АЛ ВСН, ИФ a, t/a) 
。 困 为， 否则 可 将 有 向 图 上 所 有 红 а/а) 8 rh 
最 小 数 ， 这 样 得 到 的 流 [*, jr valy = valf*, аре 
отте. MRI вле, 由 于 入 上 的 
加 是 有 限 的 ， 每 进行 一 次 相当 于 破 一 次 用 ，' 有 限 次 后 便 可 得 
假定 的 流 。 .. 
ЕЖ. FOD- ODd). 否则 ， 有 
了 EEC DEC l >, RN E O )>0, 
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W у, K ЖАЗ =v Ys E f(a,)>0, Zo ЖМ 
ЖАРИ ДЖ уз, ШАНА f (y Ру) 
Ә(у УЧА, v 点 有 和 T 0 一 (v1,01) 使 fes)>0, EAF 
EN 中 不 存在 有 向 图 使 其 上 的 f(4) 均 大 于 0, Жюз 必 不 同 
Фуз 或 v1， 如 此 下 去 ， REA ж Л а= (оь,0а-1). е 
是 某 个 xy N, Хш ирий ПЕ. РЕТИ] — 条 从 
xf 到 yz Ü 的 有 岗 路 。 其 上 的 每 一 民 a, XD Ж f(a,)>0, B 
然 将 此 有 向 路 上 的 所 有 f(a ) 同 减 去 min(g,f(a y), G=, 
2 ,8)}》， 得 到 的 仍然 是 六 中 的 可 行 流 记 为了， 且 va 了 < 
Yalf ,这 与 了 是 最 小 流 全 的 可 行 流入 矛盾 ! 故 了 满足 ， 
fy fy) =) vy EY 
由 这 一 了 ， 我 们 构 作 N hW S ШТ. 
f'(a)=fG) vacN, 
f'((x,z.)=ft(x.)—f (z, Vx € X, 

fy DF (y )— Оу) Әбу) yy €Y, 

FARE, }' ЙЛ Ш Өн PF ЫАР, НАЖ 
У, Кур) paa Меру. 

11.5.2- B р= (5,4,4,2,1), 9=(5,4,4,2,1), Ж 
(p, б 2-Я. 

证 ， 若 能 实现 ， 当 8 一 3 时 ， 由 定理 11.9 应 有 


в а 
ўа, 3 上 > 
а J a 

n 


s 
= ўа, з ]-:rsrsrzrte к 


єл 
=5+4+4=15, 
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айз БФ. (р, ТВЕН 2> 部 单 旋 来 实现 。 
11.5.5 给 定 两 个 序 A p= hp ‚рә, (рк), 9 (41, 
3 q.) REMAR {ө ‚әз 6.) LAER El D ge = 
G) d (ое) = ри, d'(e)=% , ISi 
Gi) Пре Со,1)- 8, 
成 立 的 充 要 条 件 . 
М. 不妨 设 序列 p,q PAREREA, Ш, 0.229. 
2 T] 这 时 可 以 证 明 存在 满足 本 是 条 件 的 有 向 图 D а 
-要 条 件 是 序列 p,q 满足 


оўн ўв. 


{чї Jai 


Ya 


(2) > 时 Bist or ўе, о<. 
` j=l. 
kan) ‹ Й 
=>, 若 也 是 满足 本 题 条 件 的 有 疝 图 ， ш G) 及 练习 
30.1.2 知 (1) 成 立 。 从 娓 我 们 构 作 一 个 2- 部 图 忆 ,G 的 顶点 分 


®{ (Чаа, аз, сэ, п}, da'a, oe. at), G rh jf ah 
жаам B 2 38Dihiffe(oí,, o). РАНЕЕ (i А, 
обв )= ри, dals’, )=qi, G=1, =, nh 又 由 条 件 (ii)》 ` 


m, Ржийй,@—Иҗңож#ФИ—#, JW G 是 2- 部 
草图 ， 且 G 是 俩 (Pp，9q) 的 2- 部 单 图 实现 ， 由 定理 11. эя, (2). 
RÈ. . 
<, ЖЯ Б ЗЕКЕ БАЖ ТП, A Wó , 
好 ，49 满 足 条 件 (1)、(2) 时 ， 存在 满足 题目 条 件 (1 уж. 
шр. 
© ер 


11.5.4 jEp=(pi, ps, s Pa), fe, =", 
н) ЗЕН ИСО ИЗЗИ ЗІ, FAAP д’ KEFA E 
ра, Ds, “s Ша) (1—1, daml, **, Фә ldrit, 
=, q). ` 

(a) 证 明 (p,q) 可 由 2- 部 单 图 来 实现 的 充 要 条 件 是 (p"， ` 
9 ) 可 由 2- 部 单 图 来 实现 。 

СБ) 利用 (a) 摘 述 一 个 算法 ， 来 构 作 偶 (p,9) 的 一 个 2 部 
单 图 实现 ， 如 果 这 种 实现 存在 的 话 。 

证 ， 本 题 的 证 明和 算法 ,类似 于 练习 1.5,?7 中 的 证 明和 算 - 
B, АЖ. 

11.5.5 一 个 (m 十 #)- 正 则 图 G Ж(т, п)— TERK, 
是 指 它 可 以 被 定向 使 得 每 个 顶点 的 入 度 是 mm 或 m。 

(а) ШЕВ, G 是 (m,4)- 可 定向 的 充 要 条 件 是 存在 所 的 一 ~ 
AG. Va), УУС Кп) С П Ir, Q 
501<15, 81. : 

O) 推导 ， 若 @ 是 (mm， 们 -可 定向 的 ， 且 тоя, мее. 
是 fm 一 1，# 二 1- 可 定向 的 。 

iE. (а) 之 ， 设 刀 是 G 的 (m，P)- 可 定向 ， 我 们 把 D 中 入 
度 为 m 的 顶点 的 集合 取 为 六  ， 入 放 为 # 的 顶点 集合 取 为 江 : 
ХУ, ИЖИ ТА. БСУ, Ф. 

АВААТ 

АБТ АПКАН ИП РПО EG. ME `. 

(S, DUG, 5) = 45А 4 (40А) (АПА) 
як 15,751 = KS, DUR. SX 
= 1А ЛАД — МПА 
= 1451 +148 —2]45П АИ 
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又 由 于 МПА Smin( A, 148) 
出 
Г-М C 141241) 
Z AAA Оң >14]) 
= 41—141! 
= Km PNS Ha IV, SI) 
СЕБЕИ 
= тп) PASI = NASO 
€, ОЛА ntn ENA. SE 8, 
(1) #m=n, NGREBDA Euleri, KEA 2 
支 的 Euler 图 的 前 渤 方 向 定向 ， 对 每 个 点 都 有 m 条 入 弧 ， 阁 人 
是 (m，#)- 可 定向 。 
(2) #mza, SRS=V, W, 
СЕУ ТЕТЕ I = al 
ПЕСИНЕ ЕГЫП Ж. 5110.з3.6).Е, HEN 络 
NES Оркин, МИХ, ， 汇 集 了 
=V., BEDR LIREO), SAE y 上 的 需求 
д (у,)&% |m 一 中 。 于 是 由 条 件 知 ， 对 任意 SS 大 有 : 
с(5. 8)= 115, 814 = К, 514 
> Кта) 051 NS) 
= та (CH NB Pan 
>|т—п| lV NS (на I, NB 
=д(Үпй)—о(Хп8) 
依 定理 11.8， 网 络 和 N 存 在 可 行 流 ， 与 练习 11.5,1 的 必要 
BMH, TE N 中 存在 流入 最 小 的 可 行 流 f， 使 对 一 
95 eY 满足 


MS, 57 
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f'(y )—f*(y )=Ə(y )= (т пі 
A Valf=f*(X)—f'(x)=f"(Y)—f*(Y) 
=ə(Y)= |т—л| ll 
ХВИ 10.1, tX) f-(X) 一 六 (xú) 一 


了 (0))== Im—nl Pal ANR € X,f*(x,)-f (xO) 
= |m- n] =0(х,). 
与 练习 11,5.1 一 样 ， 还 可 得 到 最 小 值 流 的 可 行 流 了 ， 满 
足 ， 对 入 中 任 一 有 向 圈 ， 在 圈 中 总 有 弧 g5， 使 Ka) 一 0， F 
是 ， 刀 中 端点 相同 方向 相反 的 两 条 弧 ， 有 一 个 是 7-00. R 
言 之 ， 这 两 弧 至 多 有 一 条 饱和 。 | 
今 由 流 # 的 一 切 多 和 弧 导 出 G 的 一 个 子 图 五 的 一 个 定向 。 
ш ЕШ, ЖАЗ ГЕ Н х, ДИНДЕ АФ m-n Ж, 
3 点 的 人 弧 比 出 弧 多 m-ak. ВРЕ ЕСН ЙЯ 
定向 ， 我 们 可 证 G' = G 一 已 ( 瑟 ) 的 每 个 分 支 是 Euler 图 。 因 
为 在 G' 中 ， 有; 
dals, )=(m+n)— СРО) (z) 
(тп) СРО) f "(x.))—2f"(z 4) 
=(m+n)— Imen) —2f (x) 
_ 《ee mn 
2(m— f (x)) mn 
一 个 数 
йш, de(yy) 一 偶数 
赦 G" 上 有 个 Euler 型 定向 ， 它 与 五 的 上 述 定向 一 起 构成 了 G 
0н, л) Гаа. 
(Б) 落 G 是 (mo)- 可 定向 ， 并 且 m>>z， 则 由 (Ge) 知 ， 存 


‚ 294 - 


ERAP, V), HRAS RA: 

|т—я—2)( PASI — IY ASI) <1(т—з) (i N 
SJ- raS S, SI. 

再 由 (6) 知 ，G 是 (m 一 1，# 十 1)- 可 定向 的 。 


第 十 二 章 “ 圈 空间 和 键 空间 


` 12.1 ЯЗ 


写 义 ， 设 卫 为 有 向 图 ， 定 义 在 4 上 的 实 信函 9k f, 车 
对 任意 的 zxE 广 ， 均 油 足 守 训 条 件 广 (o) 一 户 (z)， 则 称 /为 
A 上 的 环流 。 以 环流 f 为 空间 的 点 ， 实 数 域 只 为 系数 R, 
所 生成 的 矢 重 空间 记 为 多 ， 称 为 图 空间 。 

ЖХ. 设 刀 为 有 向 图 ， 定 义 在 六 上 的 实 值 函 S p, 2# 
a=(x, y)€ A, XLE Sk ap(a)= p(x)— p( y). 4 Ж À 
上 的 函数 9， 若 存在 玉 上 的 某 个 p， 使 2 一 5(p), 则 称 g 为 
Юаш ш, UZ п 为 空间 的 点 ， 实 数 域 尺 为 系数 域 ， 
ткае, КОВЕЙ. 

定理 12.1 RM ERAD HAREE, 则 E М 
芍 行 空 间 ， 而 多 是 . 罗 的 正 交 补 空间 。 

定义 ， 定 义 在 4 上 的 函数 f F= ialf (a)Z0,a € А} 
为 了 的 个 . 

引 理 12.2.1 E f жерй, ИШЛЕНЕ, 

引 理 12.2.2 а 是 非 零 势 兰 ， 则 la 含有 键 。 

定 更 12.2 设 B8 和 CC 分 别 为 多 和 多 的 基 短 阵 ， 则 对 fE 
—ç CA, Ж, 

G) BS 的 列 向 量 线性 独立 的 充 要 条 件 是 УЖАШ; 
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Gi) СІЗ 的 列 向 量 线性 独立 鸡 充 要 条 件 是 S ЖА. 
Ж12.2 PUPRK Æ білер Ф, Чїш = г— 
r+ 
12.1.1 Сат) 
З (зуя С) LARKA 
(2), 


成 树 ( 粗 边 7) 上 标 出 抱 函 数 
数 ， 分 别 扩充 成 图 (1) 的 本 


А 141.1 图 | 
OFF, g, TARH D PERN PAR Æ RA 
ЖЕ. f Ж fT ERE -oa T ERE р 
Е, (0) ЯЗ НИТТЕ) 35 2 БЕ 


ж. . 
(的 设 C 是 对 应 T 的 一 个 多 的 基 矩阵 ;显然 按 © 的 定义 ; 
HERES, CTH СТАА IE 
Ж\з ERE, EB C Bts (У РОО ЖЕ pk. R 
МИЕ РТ, РНР Е, ЗАНЕ ВАНТ 
ЖЕ, BRR ВЕ Хе — gH h 
ВЕЕ т, AA BBIE ERI. МЕ: 
-的 基 时 , g 的 坐标 恰 是 17。 从 而 g Fi оТ E-A Ж. 
12.1.2 (a) + B fl C BJ ee МЫН E, 7 是 
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ВИ WE khiti J. ЕН. 8 由 BIT,C 由 Ct 唯一 确定 。 

(5) STAT, E D hiñas aE ӨЕП, B 
-B, Яев T HT BRER, C 和 Cl 分别 
表示 多 的 对 应 于 了 AT МШЕ, ШЫН, B= (ВІТ ЭВ, 
жС=(С|Т,)С,П#2) 

#1] 刀 丰 一定 要 求 连 通 ， 只 需 在 证 明 中 将 了 让 S 
地 换 成 生成 森林 ， 结 论 册 样 成 立 。 . 

182] 可 不 必要 求 吾 ，C 是 对 应 于 某 个 树 了 的 ЖН 
B. 

її, (a) #i6k3J12.1 10), ВФЕ E g 由 
о 唯一 确定 ， 从 而 8 由 1T 唯 一 确定 。 完 全 类 似 地 可 证 。 
СА Ст 18—05, 

(6) НУВ, B, 532 в, Milan 等 。 
于 是 ， 存 在 满 秩 方 阵 АШ B= AB, , A (B IT ,)=A(B,l 
Т,). BT В, 是 g 的 对 应 于 全; КАНЕ, i BIT, 是 单 
位 方 阵 , FE, A=(B IT), В=(В|Т,)В,... 

EMT, C=C 网)C:， 

12.1.3 i K EREDE KE D HARA BE M 中 Ж 
®Ш—1ТЁНИ ДЕРЕ, HK EINER. 

ж, ЖМИ РЫ Ai, Pao, Be, BR HR+ 
*+8,=0, Жл, RR- E Бу, Pa, 
#, -线性 相关 ， 即 存在 不 全 为 堆 的 数 m，gs，，…，ay 
不 妨 假定 ok 一 一 1， 成 立 Fi ezp: 十 … 十 av-i8，-， 从 而 
有 -8 一 Pi 十 P: 十 … 十 B, 一 (os 十 1)Bs 十 … 十 (avi 十 1) 
HAr, i Bas Ва, се, 5， 之 间 亦 线性 相关 ,所 以 Biba, 
~ 办 ,的 生成 空间 的 维 数 必 ?一 2， 由 定理 12.1 A dimsa 
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?一 2。 但 另 一 方面 九 连 通 ,由 系 12.2 知 dim. 多 一 "一 1, 矛 履 。 
所 以 M 中 的 任意 "一 1 个 向 量 均 是 线性 独立 的 ， 可 以 作为 
HÆ, ЯЦКА. 

12.1.4 ERE G RFEA, 则 g(G) 衬 (G*)， 
@(G)=@(G*). DE 

ваб), @(G), #(С*), g (GORA Bj Ж 
nhal), e ё), a), e ë, 其 中 © 是 G, 
©+ж G" 的 任 一 个 确定 的 定向 。 

ШЕ. ХДИ Г реф, еке, o*=1, ХН 
广 的 Euler 公式 ，9p 一 十 名 一 吕 于 1。 于 是 由 系 12.2 F, 
dimg(G)=r—o=:*—v*to"=dimg (G*), dime (G) 
=s*—v+o=r*—o*=dim#(G*), .又 因为 有 了 恨 维 续 性 ЖЕ 
间 问 构 的 充 要 条 件 是 它们 维 数 相等 。 Жана. К 

12.1.8 DHIR F LAEE E F h ET 
"у= (юу, уз 的 一 个 函数 了 4 下; ТЕ ЪЁ 
TRUEX. 这 些 势 差 和 环流 所 决定 的 矢量 空间 ЯС E 记 为 
Br, r, 证 明 分 别 用 Ar, @ KRES, BEA. 
然 成 立 。 

证 , 在 书 “Craph Theory with Applications” Шш 
fo, oa, З 12.2.1, 319912.2.2, 定理 i2， заж 
证 明 是 在 实数 域 R ЕРТ, ХЕЛЕН Н} ЯП — 一 般 性 pt, 
而 没有 用 到 它 的 将 丈 性 质 ， 故 可 以 帘 全 尝 行 地 丈 字 起 句 地 将 
fo, ga, БЇ 12.2.1, 31% 12.2.2， 以 及 定理 12.2004 
和 证 明 换 成 对 域 尺 上 来 叙述 。 我 们 将 叙述 过 程 中 的 "1" 姥 成 
F 上 的 么 元 素 ,，“ 一 1 看 成 负 人 么 元 束 ，“0" 署 成 已 中 的 零 元 
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ж. кыйра Кин ЖЕЛЕ ЧЕТ ХАЛЕ ЖАШЫЯ Еі 
于 理解 ， 则 毫 无 困难 地 证 明 对 py，2 >, 定理 12:2 仍 成 立 。 
ЕЖА. Ë 

12.1.5 ”证明 "个 顶点 ，z-1 条 边 的 单 图 G 是 一 棵 树 的 
充 要 条 件 是 dim.8(G)=?"1。 

证 ， 一 > 由 系 12.2， 结 论 显 然 。 

<= , 同样 由 系 12.2 知 ， w(G) 二 1!， 即 G #28. TE 
2.1.54, САМ. 


12.2 生成 树 的 数目 


о. RER 人 的 一 切 注 阶 子 方 阵 的 行列 式 值 净 为 0 

FR- ШКА ЕА. . 
залоз .多 的 对 应 于 树 人 ЮА В ЖИЫ. 

定理 2.4 7(G)=detBB'， 这 里 如 是 任意 多 的 单间 

Еа А | 

жаза (G= авв, Салай 


апе оаа, 

=и-МЕШ. ¿(G)=detKK', RH Кош G i tE 
-一 定向 的 关联 矩阵 M 出 去 任 一 行 得 到 的 矩阵 。 ` 

12.2.1. ЖЫЙ. 2з 

(ay 从 关联 矩阵 M 中 瑞 去 任意 一 行 得 到 的 短 阵 攻 是 总 
жи. 


кү 
%) (G= tde | 
te 
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[ 注 ] 这 里 C 应 理解 为 儿 的 单 模 基 和 矩阵， 否则 本 式 不 一 
muka, 
证 , (4) 事实 上 我 们 可 以 证 明 更 强 的 命题 ，M 中 的 任意 
- 子 方 阵 尸 的 行列 式 值 拨 等 于 0 ，!1 或 一 1。 对 卫 的 阶 数 4 用 
“归纳 法 ， 当 n=l, ш M 的 定义 显然 成 立 , ОЕ n<k 时 命 
: 题 均 已 成 立 ， 今 考虑 8 十 1 阶 的 M 的 子 方 隆 P, ЖР Pt 
-有 的 列 向 量 均 含 两 个 非 堆 元 案 ， 财 我 们 将 卫 ' 中 所 有 行 向 量 
湘 加 时 ， 它 变 成 军 向 量 ， 所 以 detP 一 0; ЖА P hEDA 
一 列 最 多 仪 有 一 个 非 零 元 案 piy， 将 detP 按 这 一 列 进行 行 
ARAF, Fæ detP= (1) *7р; бер", ,, Ж E det 
Ре, 是 卫 的 包 阶 余子 式 ， 沪 归纳 法 假定 двір», ,, Вий 
0, 1 或 一 1， 所 以 detP 也 取信 0，, 181, 所 以 由 归 
瀚 法 知 命题 成 立 。 = 
‚+ (b)H8:3J12.1.380 K ERRER Сн (ау т 
定理 12.4 的 证 明 , 有 7(G)=detKKK', 又 因 .C 是 单 模 的 ,类 
“ 朴 于 定理 .12.4 的 证 明 ， 还 有 7(G)=detCC!，.g пе hu 
- 理 12.1 是 正 交 的 。 从 而 有 KKC' 二 CK'=0。 于 是 有 7:(G)= 
| ОСЕК о KK: KC 
det KK’ . detCC'—det| +4 | 
. 0 CC CK! CC' 


(K) ГК I 
=det |! Kren |=det | Jaeger 
C LC . 


daf EY (к) 
一 ti р, E 一 十 Get: 
et с ) ЕДТ (С) = Жде iet 


32.2.2 无 环 图 G HRR EE C= 二 [Cy) 是 如 下 的 一 个 
#9301- 


тхо, АФС, =, c= ij), A= 


Cai) GEER, 证 明 , (а)С=ММ', дон M 是 
G 的 任 一 定向 的 关联 矩阵 ， 

(6) C 的 所 有 代数 余子 式 均等 于 YCG)。 _ 

证 ，(4) 由 于 局 无 环 ， 歼 按 定义 Cey 恰 素 示 顶 даң 的 
度 ， 另 一 方面 不 管 C 如 何 定 向 ，MM' тег, у), bas ЮВЕ 
Ж ХЕ Зо, KE, С, ыу, HiFi, b. yp X 
EA vo оу 之 间 连 的 边 数 的 负 值 ， 即 Bey 三 一 044 二 044, ik 
C=MM'. А 

ONEC ZAHRA Ca, С..--.С,, RC 的 定义 易 验 
证 C, 十 Ci 十 … 十 C, 一 0， 获 由 行列 式 的 性 贰 易 证 A41y 一 
Au, KE А,, 是 C 的 cry 的 代数 余子 式 ， 由 于 六 是 对 称 
Жж, К СКАРН, БИШЛЕ А, = Aí, ЖЫШ 
Wi, j, Ж А, = An. KEK МЕДА — tr Z 

Сыз ， ` С.С, С.К 

短 阵 ， 于 是 MM: =Í |е и | 
. K > ° күб, KK; 
COCOR E, #он(а) A 一 det (KiK), Aik 
习 12.2,1(5) 的 证 明知 ，A11 二 7(G)。 从 而 对 任 定 i，i 均 有 
Ais=T(G). 

12.2.5 车 矩阵 的 所 有 子 方 阵 ， 其 行列 式 值 均 为 0 r 
或 一 !， 则 称 和 矩阵 是 全 单 模 的 。 ` 

证 明 ， 

(JPME хіб тата наре а). 

OER G 的 关联 矩阵 是 全 单 模 的 充 要 条 件 是 G 2- 
部 图 。 
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(HJ 这 里 树 的 假定 ， 可 换 成 生成 森林 。 事 实 上 ， 以 责 
ЕИ раа А—Ж10 Ч 
REE, HAZARI D. ATH D hak Rakik, MTH 
e=T, É D, 的 生成 树 ， 设 日 ，C 分 别 为 对 应 + T i ЖЭН 
E, B... С, 分 别 为 对 应 于 Т, HEER, TERREA E 
кый, В, CHWE В,, C, ТАНЕ, ВРВІ, С, 
_ 是 全 革 模 矩阵 ， 推 之 B, C bp DEBE. н 

šE, (a)ik.# Бех ТИДЫН ВЛАС. WIB IT 
=I, C|T=I,. 

таяв 证 明 命题 成 立 ， 对 C 的 证 明 完 全 类 似 。 

将 单位 矩阵 日 加 放 在 昌 的 前 ?-1 列 。 对 子 方 隆 的 阶 数 k 
作 归 纳 。 因 刀 中 只 会 0， 士 1 该 些 元 索 ， 故 4 成立。 假设 后 
«ВИЕ Р.М бер, 0, + 1, 9 
detP, =0, +1, 

, ЖР EBBEH FPE, BIRA BHN iia, 
raf jo de те, ПЯ, TÈR еј. 

(0) #p<r—1, RRP PSA а 
1, #detP, =0R1Ej ARH detP, a = det P, H 
假设 它 为 0， 士 1。 ` 

@) #һ>э-1, RUER, fare, б ТИМОР 
ВРВЕН, оа, е, б, на, с, š 
《二 1) 阶 子 方 阵 了 ， 它 经 行 、 列 自身 的 


тутж, TABE, ал, jir, ins 列 组 咸 了 
Вю ИРЕР, УР, ЖШ Эв, 
Pisi 0 
p= 0 
[es ` Й Ө 
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教 tetPi:ir 士 tet 忆 由 定理 12.3 知 det 六 一 6， 士 1， 所 DL 
detPi,: 一 0， 土 !。 由 归纳 法 知 ，B 是 全 单 模 兴 ， . 

` (0)=>, ЖА G 的 关联 矩阵 M ЖАШ, ист 
邦和 部 图 ， 由 定理 1.2，G 中 含有 奇 钠 ， 设 C 是 G 中 长 度 为 最 
小 的 奇 图 ， 因 为 任 一 奇 图 上 的 非 相 邻 点 间 有 边 相 连 时 ， 必 然 
要 产生 更 小 的 奇 图 ， 故 C 上 非 相 邻 点 淘 无 边 柏 连 。 设 C 为 
011926270601, RARR, АЕС АЯНА 
Boi, DaDa бї, бз, 6 在 于 中 对 应 的 子 方 阵 的 行 
列 式 必 为 如 下 形式 : 


жету: 
i 
| o 


这 与 是 全 单 模 相 矛 盾 。 故 G 是 2- 部 图 。 

< 一 ， 设 G 是 2- 部 单 图 , 今 对 G 的 关联 矩阵 放 中 子 方 BE 
的 阶 和 迁 行 风 纳 。 当 & 一 1 时 ， 由 而 的 定义 ， 结 论 成 立 。 车 对 
hI， 训 中 的 任 党 8 阶 子 方 阵 对 应 的 行列 式 讼 值 均 为 0，1 或 
一 1, 今 考虑 屠 中 的 1 十 1 阶 于 方 陈 履 1， 车 计 ! 中 某 一 列 仅 一 
Фараж, паем, Вах Яа, PAN 纳 法 假设 。 
得 tetMi: 一 0，1 或 一 1， 车 有 ;的 任 一 列 均 有 两 个 非 零 元 素 。 
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#T G 2-и, 设 G TROAS АЗ] М (X. Y), 3$ Me, 
HALEF X 中 和 了 中 的 行 向 量 分 别 加 起 来 ， 均 得 行 р 
X1,1,--,.1)8kdetM :一 0， 所 以 不 论 何 种 情 证。 7 十 1 阶 子 方 
夭 对 应 的 行列 式 的 值 均 为 0，1 或 一 1， 由 归纳 法 得 知 邮 是 全 
жї, ` 

12.2.4 设 F 是 特征 数 为 p 的 域 ， 证 有 明 ; 

(а) EB, CORME Ar. 8 对 应 于 树 的 基 和 矩阵 , 则 


B 
det [ ноар), ы 
C 


E) аа, NP RERE (О). 
(H. Shank) 
` E, (a) 对 定理 12.2， 练 习 12.1.2, 定理 12.3， 定 理 
32.4 以 及 系 12.4 的 叙述 及 证 明 ， 把 其 中 的 “于 成 玉 上 的 А 
元 ,一 1" 直 成 F 上 的 负 么 元 ,,“0" 四 成 FF 的 零 元 ，， 线 性 相 
关 概念 亦 相应 地 换 成 域 忆 上 的 氢 述 ， 于 是 自然 地 行列 式 的 值 
如 换 成 了 了 (modp)， 不 难 仔细 检查 上 述 定 理 ， 练 习 等 EF 
城 上 叙述 的 结论 仍 成 立 。 故 (@) 成 立 。 详 细 氢 述 这 里 从 略 。 


B+ — б 
Haad Neno ташиев 


B 
<> det И *(G)Xmodp)=0(modp).< А 
216). 
12.3 完美 正方 形 


定义 ， 整 方 矩形 是 一 个 被 分 割 成 有 限 个 (至 少 有 两 个 ) 正 . 
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方形 的 算 形 。 震 其 组 成 正方 形 的 面积 互 不 相同 ， 划 称 为 完 钴 
чав. 

定义 ， 整 方 矩形 六 的 相 企 有 向 盟 是 如 下 构 作 的 一 个 有 由 
ЕП. пиже Ою АА, Па 两 个 
мег, оу (ос, оу) B РИГА КРЛ 
RRH,, Н.А ое ЕБ. AETR 
0 Ет ARDRE. - 
由 如 的 底 图 G 与 如 的 极 *、y， 作 成 图 的 G 十 %y RIRE 
жй, ` ` 

ха, БП 3 SERIE. D54831 3 
АЕ Ж. обо) яо Б UN, © 是 离开 x 的 总 
直流 。 天 是 刀 的 关联 矩阵 删 去 对 应 于 2 的 一 行 。C 是 刀 的 图 空 
Неа АЕ, MA 


ИЛИШ 


10.3.1 证 明 整 方 矩形 审 台 组 成 正 疙 形 的 边 是 可 ' 合 诡 


的 。 и 
E: DERDEN RKRN, х, у D n g. 
ОМ аро, MENEP), 它 等 于 对 应 水 平分 请 
线段 的 高 Онаа, Д8 9 一 人 P 
确定 了 从 x 到 y 的 一 个 电 派 ， 而 上 述 定理 知 g 满 足 ，“ 


K T 
[с -[] 
另 一 方面 每 个 g(e) 是 ea 对 应 的 组 成 正方 形 的 边 长 o= 


欧 锅 直线 边 长 。 由 К, CHERE, 士 1 及 练习 12.2.1 (b》 
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(x KY? 

apdet | Jroa, a|. | .中 元 要 均 是 有 a 
Le C ` 

ж. 于 是 由 


эп, g(a)=c[r(a)/q(a)], OBB 3y3Rr(a)/a(ayk ` 
к 
И ЧИЯ аниа. баз 


ФНК. Е, 00) = та), жш m(a)= r(A IE 
ж, малайя. 

12.3.2 ЖЕРИ АР 旋转 一 个 直角 得 到 
的 整 方 矩形 的 水 平 图 若 丸 中 没有 由 四 个 组 成 正方 形 的 隅 角 
交 成 的 点 。 证 明 尽 的 水 平 图 与 锁 直 图 是 对 偶 的 。 

证 ， 由 尺 水 平 图 的 定义 知 ， 它 是 平面 图 ， 其 顶点 与 R 的 
水 平分 割 线段 对 应 ， 它 的 边 与 R 的 组 成 正方 形 对 应 。: 池 y 边 与 
如 的 外 面 无 界 矩形 对 应 。 | 

Ритер Роот. КЕ ШЕ АИ АШ 
ЗЕРЗАТ A, ИА {55КЕ БИЕ ЖЕ ЯПЕ. 
Ete sasin x', >, Best 5 
RENTERNE, 

э BRRUMIARESENMAXAN, CRAKE 
.次 个 要 信 的 变 点 。 对 这 样 的 及 ， 可 知 其 括 寄 线 与 其 水 平 钵 图 
的 面 一 一 对 应 ( 广 意 ， 过 有 四 个 阿 角 交 并 的 错 直线 与 水 罕 图 
的 而 对 应 不 是 一 一 的 )。 改 满 是 是 站 条 御 的 必 宣 A ТЕЕ 
нра ву У, ЕРИНО Ар УРИН ЛЕВУ 
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PAS, BAERKÄÁKFA Т WAEN, RF 
ЯКИ ЕИ БЕШ А ЕКИ ЖЕТЕ MW. FÆ 
在 锅 吉 图 中 只 的 这 两 条 铝 直 线 的 对 应 顶点 有 按 相连 ,于 是 由 
对 偶 图 的 定义 ,命题 成 立 。 

12.3.3 完美 立方 体 是 能 齐 分 为 有 限 个 (最 少 两 个 ) 较 小 
立方 体 的 一 种 立方 体 ， 且 其 中 任 两 个 小 的 级 成 立方 体 的 体 各 
都 不 相同 。 证 明 不 存在 完美 立方 体 。 

证 ， 首 先 注意 到 在 任何 一 个 完美 矩形 中 ， 最 小 的 组 怠 正 - 
方形 不 会 在 周 界 上 。 芳 在 周 界 上 ， 如 图 所 示 带 阴影 的 正 秀 芒 
表示 最 小 组 成 正方 形 。 则 这 个 最 小 组 成 正方 形 上 方 的 级 成 焉 
方形 只 能 是 比 景 小 级 成 正方 形 的 边 长 更 短 的 焉 方形， 了 矛盾。 


今 假定 存在 某 一 个 完美 立方 体 记 为 C， 为 了 钢 述 方便 ， 
将 C 放 在 空间 直角 坐标 系 的 第 一 赴 限 里 ，C 的 三 个 面 和 所 个 
坐标 而 重合 . $ R iS C4dEXY I EB 8 CHEER, 上 的 小 
ALDEEK ИЙЧИ ЕНТ, GS ER, 
这 完美 方形 中 最 小 的 组 成正 方形 ， 由 上 面 的 证 明 , S1 不 可 能 : 
ЕРАМ Е, FOES У ЕСТ У ik, SE 
Жин ЕЗУ ЛИК Ж. -MEER СРС, ШЕ 
аЛ УО5ЕС,Җ, ВЕНЕ С, КЕИ ЙС, 
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-12.3.3 图 


Cl, 在 这 平面 上 的 截 口 正方 形 记 为 Re， 显 然 C 落 在 上 的 小 
立方 体 元 素 " 诱 导 " 出 尺 , 上 的 一 个 完美 方形 ， 记 Ba 是 尺 : 这 完 “ 
美方 形 中 最 小 组 成 正方 形 ，C* 是 5s 对 应 在 C 中 的 组 成 立方 
f, MER RIR, S,B|S,, Суз Cs 的 过 程 可 一 直 进 行 
下 去 ， 得 到 C 中 组 成 立方 体 的 元 素 序列 C。， 且 从 体积 角度 来 
Ж#С,„.,<С„, 这 与 C 是 剖 分 成 有 限 个 立方 体 的 定义 相 了 矛盾。 
玖 不 存在 完美 立方 体 。 
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